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ERRATA, 


Tome Premier*. 


Page ^8, ligne 8, an lha de .cosy, lisez j^^^.cosy 

lai, 5 , en remontant , au lieu de sin , lisez sia 4 *'-** 

Ibid. 6, en remontant, au lieu de sjsin 0 sin 9 , lisez z sin 9 cos 

143, a, en remontant , au lieu de sin(p — lisez siu (pi— {>) 

198, 3 , en remontant, au lieu de divise'e, lisez divise's 

35 a, a, en remontant, au lieu de 3 fl'. (<2, Zwea 3 au'.(«,«')^ 

36 a, en remontant, aulicude C^) , lisez 


0 


■dApy 




385 , 


V da 

18, au lieu de 5 r / — 3/2, lisez 5 n' — a/i 
43a, au has de la page , ajoutez on trouve de cette manifere 
433, ligne 3 , au lieu de a*n', lisez 

438 , I, en remontant, au lieu de longitude et de . . lUez lon- 

gitude de. . . 


Tome second, 


Page 109, ligne 5 , au liendey(«), lisez 

137, la, en remontant, au lieu dc pourrait, //se« pouvait 

i44? "cn remontant , aulieude cos b, lisez cos c 

aa6, a, en remontant, au lieu de 4? Usez 





THEORPE ANILYTIQUE 

DU 

SYSTEME DU MONDE. 


IIVRE TROISIEME. 


' T^orie- des Cbyj^^t&s. 

■ ^ ■> hr' -ji; 


Jcjsqtj’a la fiu du dix-septierae si^cle, on avait re- 
garde lescometes comme des phe'nomenes particuliers 
dans le sjsteme du monde : Newton montra qu’elles 
sont, comme les planetes, soumises aux lois de la gra- 
vitahon nniverselle; et iJ renditun e'minent servi^ce a 
1 Astfonofttie en les rattachantpar ce lien au reste de 
notre sjst^me solaire, et a la Pbilosophie en dissipant 
pour jamais les vaines terreurs qu’inspirait leur appa- 


Latheorie descom^fes pent se diviser eudeuxpoipfe 
priRCipaux., Le premier a pour ol^et la (letenpip^ion 
de leurs orbites d’apr^s les donnees fournies p#1’ob- 
servation‘ le second, celle des perturbatioi&u’elles 
peuvent eprouver par Inaction des plan^f Nous al- 
iens examiner successiyement dans dl Eyre ces deux 
grandes questions. •' 

Tome IL 


1 



TH^ORIE AWALYTIQUE 



CHAPITRE PREMIER. 

* 


Determindtion approchee des orbites des Cometes. 

I . Lfis cometes sont des astres qui di^rent des pla - ' 
netes, non-seulejnent par leurs apparefices physiques, 
mais encore par la marche irreguliei'e qu’ils affectent, 
Elies parcourent au hasard toutes les regions de I’es- 
pace, les unes dansun sens, les autres dans la direc- 
tion opposee. Les plans de leui’s orbites ne sont plus 
copapm da ns im,^o^e e tgoi ^ ils 

id^naisons quelconques j 
maisles cohaetes sont , cOmme les planetes, assujetties 
a la lot de la pesanteur universelle, et elles decrivent 
en vertu de ce principe des courbes rentrantes dont 
le Soleil occupe un des foyers. Probablement, et I’a- 
palogie pons porte a le croire, les orbes des qometes, 
sohtj comrne ceux des planetes, des courbes ellipliques; 
inais ces ellipses' sont ,tres allongees, et leurs grands 
axes presque infinis, puisque nous n’aperceyons ces 
astres que dans une partie de leur cours lorsqu’ils ap- 
iprpchent du Soleil, et qu’ensuite ils disparaissent 
fo^ement a nos yeux arme's de tons les instrumens 
qufeli’esprit humain inventa pour en prolonger la 
portili Ce ne serait done qu’une question de pure 
curiositi, interessante sous le point de vue analytique, 
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Miais peu tmportante aux besoins de I’Astronomie, 
qtie celle qui aurait pour but de de'terminer les e'le- 
mens de 1 orbite d’une comete , d’apres les observa- 
tions faites pendant la courte duree de son apparition, 
si nous ne devions plus I’apercevoir dans la suite, 
et si elle avait abandonne pour toujours les limites de 
notre sjsteme planetaire. Mais il faut observer que 
c est le seul mojen que nous ajons de reconnaitre cet 
astre lorsque, apres avoir accompli sa revolution, ilre- 
viendra vem le Soleil. XL ne faut pas en effet compter 
ppur cela sur ses proprietes optiques; I’etendue du 
nojau , la cbevelure , la disposition de la queue , I’eclat 
de sa lumiere , toutes cfes donnees varient a chaque 
instant ^e ifbnn©,.^e grandeur et d’intensite, k me- 
sure que les cometes approcheat du Soleil cwde la 
Terre, et les circonstances enfin dans lesquelles elles 
se trouyent changent a chaque revolution, parce que 
la matiere si rare qui compose leur chevelui^e et leur 
queue se dissipe graduellement dans I’espace. 

C’est done en comparant les elemens de la comete 
que Ton observe, a ceux des comkes qui ont ete 
observees precedemment, que Ton peut s’assurer si 
cet astre apparalt en effet pour la premiere fois, ou si 
ce n est qu une comete deja connue qui revient a son 
perihelie. II devient done indispensable de calculer s€S 
elemens. Ne^vton le premier, dans son admimble 
ouvrage des Principes, a donne une solution He ce 
probleme, fondee sur des considerations geomltriques 
tres ingenieuses. Hallej, par des calcufe immenses, 
lappliqua a toutes les cometes cofiuues de sou 
temps. Ce travail porta son fruit, et ce grand astro- 
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nomp recoanut le premier I’identite des cometes 
observe'es en i456, i55i, 1607 i re'sultat 

important , et qui valut un nouveau triomplie a la 
theorie de la pesanteur uaiverselle , en montrant que 
la marche des cometes , si irreguliere en apparence , 
est aussi certaine que celle des planetes , et en mettant 
les geometr^s a meme de suivre le cours, et de 
predire les retours futurs de ces astres, qu’on avait 
regardes jusque la comme des phenom^nes a part , 
et en dehors de toutes les lois qui regissent les autres 
corps du systeme du monde. , 

La question que nous allons traiter intpresse done 
non-seulementles geometres' comme unbel exercice 
d’analyse, mais encore les astronomes comme un 
point de theorie qui pent avoir d’im pprja ntgs appH- 

jet^f le^^^Sdi^^ioB^^ et niTO Ivons aiujoiird 

pour resoudre ce probleme plusieurs methodes qui 
conduisent par des voies differentes a des resultats 
egalement satisfaisans. Deux de ces methodes meri- 
tent surtout d’etre distinguees, comme etant pour 
ainsi dire les types originaux sur lesquels la plupart 
des autres ont ete consti'uites ; ce sont celles que nous 
devons a Lagrange et a Laplace. Elies portent chacune 
le cachet particulier qui caracterise I’esprit de ces 
4eux grands geom^tres. Celle de Lagrange semble 
]j|psortir plus analy tiquement du fond de la question, 
et ;p simplicite n’exclut pas I’elegance ; celle de La- 
pla^pA^ait plus Yecherebee, et resulter ^lutot de 
consi ^ ations fondees sur les observations que de la 
tjbeorie.iSfes ont Tune etl’autre de grands avantages. 
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leur application numerique est facile, et leur usage 
est aujourd’hui justement adopte. Comme I’illustre 
auteur de la Mecanique celeste a pris soin lui-meme 
d indiquer les nombreux perfectionnemens que I’ex- 
perieace a iutroduits dans sa niethode, et qu’elle est 
sufiisamrnent exposee dans cet ouvrage, nous presen- 
terons ici sous des formes analjtiques nouvelles une 
methode qui derive fort simplement de celle de La- 
grange , mais qui evite une partie des inconveniens 
que celle-ci entrainait dans ^les applications , et que 
ce grand geometre aurait sans doute donne le moyen 
daplanir, si, touj ours plus occupe des vastes ques- 
tions de la theorie que des embarras de la pratique, 
^ <i’adapter ses formules a quelques 

On sait qu il suffit en 'gendral dfe'tmis obsertations 
pour determiner toutes les circonstances du mouve- 
ment d une comete, Cette question est meme suscep- 
tible dune solution rigoureuse; mais les equations 
finales auxquefies elle conduit sont tellement com- 
pliquees, et d un degre si eleve , qu’il serait absolu- 
ment impossible d’en faire usage; aussi a-t-on prisle 
parti de recourir aux methodes d’approximation. Celle 
qu on ageneralement adoptee est fondee sur la suppO'- 
sitiou que W)bservations qu’on emploie sontpeu4bi- 
gneesi’une de I’autre, ce qui permet de traiterdpiame 
de tr^s petites quantites lesintervalles de tei^^ <Jui les 
separenCiOn peut alors, au moyen detrois longitudes 
et de trdis latitudes observees , detera^ner tous les 
ele'mens de rorbite, savoir : I’exc^i^atd, la longi- 
tude du perihdlie, et celle del’dpoque, I’inclindson, 
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la longitude du nceud, et le grand axe. Ce dernier 
element est le seal qui puisse kisser de Tincertitude, 
parce qn’il faudrait , pour le determiner exactement , 
connaltre la duree dune revolution de la comke, ce 
<ju on ignore presque loujours : iiiais on pent reniai’- 
quer que lorsque la comete est pres de son perihelie, 
et c est alors seulement que nous Tapercevons , I’el- 
lipse qu’elle decrit se confond sensiBlement avec la 
parabole qui a son sommet en. ce point, et qui est 
decrite du menie foyer, en sorte que le mouvement 
apparent de rasti’e et fes re'sultats de I’observation 
sont les memes que s’il avait lieu sur cette courbe. 
Onsuppose par cette raison, pour faciliter le calcul des 
elemens, que I’orbite est parabolique. La solution du 
probleme contient alors une equation de plus que 
d’inconnues, et Top pent 

en^e«li^i'^ij^^^;®0iiib^aisbpsde,ees equations, celle 
<^i doit ci^duire a des fesultats plus exacts. Lors- 
qu on est parvenu de cette maniere a une premiere 
connaissance approcbee de I’orbite, en employant 
trois nouvelles observations separees par des inter- 
valles de temps plus considerables, on rectifie les 
elemens que Ton a obtenus de maniere a satisfaire le 
plus exactement possible a I’ensemble des observa- 
tions connuesi Plusieurs methodes onl ete imagine'es 
dans ce but; celle que nous exposerons ici merite 
dj&tre adoptee definitivement par les astfonomes qui 
s c^oupent de ces recherches, et qui doivent de'sirer 
d’evigr les longueurs de calcul et la perte de temps, 
que 1%;: autres me'thodes occasionent trop sou- 
yent, 
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Apres ces notions neciessaires sur la solution gene- 
rale du probl^e, nous allpns eri developper I’ana- 
Ijse; nous donnerons ensuite des examples nume- 
riques qui faciliteront I’application de la methode que 
nous exposons. ' • 

2 . Soient X, X, z les coprdonne'es 4e la comete dans . 
son orbite autour du Solejl rapportees a un plan fixe 
que n ous supposer ons ^re celui de Tecliptique; soil 
sa distance au Soleil. 


Soient X et Y les coordonne'es de la TerTe dans 

I’ecliptique, etR= sa aistance au SoleU 

“Ou son rajon vecteur. , 

Enfin designons par ^ les trois coordonnees 
centre de la Terre^ .asmam:. Jl. J - i t V* tv_“' i 




tance de la comete a la Terre, en sorte qu’on ait. 
^ = X+5^, j = Y-|-», z = ^. (ij 


Soient iwaintenant uda' longitude ge'ocentrique de la 
comets, et b sa latitude ; soit A la longitude de la Terre 
dans-le<m4nxe instant; . il est aise de'voir qu’bn aura 


. 4i • ■ 'ri'l',.' ' 

'COsA, Yji=R.siaA, ^^f .cosa.’co^b^ 

h. ^,==;>.vsin^.r' 


Ces vMeurs su!bstitu^es.dana les equations (i 


afijsB. ,,cosA -p" f . cosot 

z ==^ . sin^.,! 
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#^riation fouraira trois equations sem- 
blabfes ; si; l’o» :a}oiile ensemble ks carres de ces equa- 
tiongj.oa^eist tire v . . 

r*=ll“-f. 2 Rf .cos(A — «j .cosi + /% 

equ’ation abfene d'ailkut^ imm^diatement le 

*""'*’*" par k Soleil, la comete et 


^ .qj XiX UUXXltJte GX 

toT^WIjJSi 'effety si i’oU'nomnie' c l angle entre le 
Soleil etla cdnSetg, <)uee quefes astronomes appel- 
katson^oB^flfiZore^ Jt et'f seroflt leS e6t<fe qui com- 
prewfai cet angle , etr l^.e4te oppose ; on aura done 

■ «' .1 A ‘^v V : • ' - ■ ' # 

nu'i'U- :■; /■' ; ‘ (3) 

•dri aagk c a pour mesurerhypotenuse dun triangle 

..CTinO V*1 A iA.l . 7 . -T _ _ ^ 


■spberlque rectangle dont I et i8o° — 

1 ' 


ftt les 


- 4)1' cos 5, 


-d® soAtf.par.iConsequeut 'idett' 


, ^ pbservaiio?©. fout connaike. les dewaayes 
et angle A et k rajon R se calcuknt par Ifs tables 
dpsSokilf , ks‘^5qu3*i®Hs (ij) ibnfe^inent don6 eubore 
quatre incdnnues, -^,^, z fet-y . et'ne'peuvent suffire 
. ;P?r consequent pour ks de'krminer. 1) fant, pour v 

^ItoiMi^faar^qnelquebyiktb&esurla^atUredel’oii 

jue ddcrit la comete ; la plus simple est de liip- 
Jiiette f^hite. paasdbo^qfte* Dans ce cas , on pent , 

^ ^WoordoHne'estlkla comete 

atiT^^^pp epoque quelconque^ en edf^ies ordonneea 
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parr^ppoFtautemps,e*nedepeadaMqttedcsixqu 

tmsapposees connues, quisont les trois coordonnees 

aens differentiels de ces coordonnees. Si I’on substi- 
TellT ^g^ations (.), dies renfer- 

meiontsept;nconnues,savoir/lessixquantites dont 

venonsde parler, etlMtermineep; nnaischaque 
ervation donnant trois equations semblables, si 
Ion choiszt trois observations faites a des interyalles 
e enips^connus, il est clair que les neufs equations 
qm en .resulteront ne renfermeront plus que neuf 
jnconnues etsuffiront par consequent pour en de- 

9“ ely Joignt. 

fie F®raboH(jue^ une equation 

<fe plus <5^ed^incobnte; dffe 

avecces donnees, compldementre'soltt ' ^ 

_ Prenons done trois obserpations separecs par des 
mtarraUes de temps 8 et 9' asset courb poor L Us 
senes (i) du n- 3a, liyre It, soient convergent Pre- 

n^s^^nrr^oed'oitnons comptons fe Umj!; 

i »-Wlrairement, ceUeV 

reponda lolBervation moyenne; d&ignons ,parl 
J', a les coordonnees de la cotnhe i ceUnstant, lapC 

portees au centre du Soleil , et par x v 

' ' '' ' 

*,= -J^i-teers trois coifficiens diffdrentias ; d&^s 

tofl' d ! ^ ^ rejMwiii&t kr^poque 

^ de.Iobservatjon sumntfc S|*feadeveloppe par 
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la niethode du numero cite, ces six quantiles suivant 
les puissances de 6 et de 9', on aura pour les determiner 
des expressions de cette forme 

a:'’=: vx + Tja;^ , ^'= v'a; + , 

J'°= YT + W/ > y = y'f 4- v'j-j , 

z” == TZ -f - TIZ^ , z' = v'z 4- v'z/, 

les lettres v, u, v', u', exprimant des fonctions 
ordonnees par rapport aux puissances de 6 et de fl', 
qui renferment en outre le rayon vecteur r et les 

quantiles y =:'-^ ^ relatifs a Tepoque i=:o. Les 

valeurs de v, xi , -v' , u' se determineront en faisant 
successivement — 0 et^=6^ dans les fonctions que 

nous avonsrepre'sentees par V etUdansle*n° 52,Uv.II. 
3. Celapose^^ 

B' ses trois latitudes, 
}} f le^ distances de la comete a la Terre dans 
chacude deS trois observations- Soient de plus A°,. Aj 
A' les trois longitudes heliocentriques de la Terre, R*, 
R, R' ses trois rayons vecteurs correspondans , et 
enfin X”, Y", X,Y, X', Y' ses coordonnees rappqr- 
tdes au centre du Soleil, et relatives aux monies, 
instans , en sorte qu’on ait 

X^zzrR'cosA^ X=RcosA, X=R'cosA', 
Y«=R»sinA% Y=RsinA, Y'=R'sinA'. 

En supposant de plus pour abreger : 

cosa'’cos^‘*, «'’==sina®cosA% ^“ = ^ 03 % 
■^sii^ ^osa cos ^ , n =:sin<z cosJ, p =sin^, 
cos b', n' = sin a' cos b' , p' = sin b'^. 
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Les equations ( 2 ) douneront pour les trois obser- 
vations failes aux ^poques ou I’on compte 

^ ~ t = 0' le sjsteme d’e'quations suivant ; 

Pour la premiere epoque , 

sc X -q— ) 

7==Y 

S =pf; 

Pour la seconde , 



• vx-f-ua?^ = X» + TOY’, 
; YJ + CY — Y° -f- fO ^ 

vz ~i-vz^ =pyo . 

Pour la trdisienie * 

v'a: -I- = X' 4 . m'/, 

y'j-hvy^=,Y'+n'f>', 

y’z 4 “ v'z^ = 


(^) 




n nes’agitplusque d’eliminer entre ces equations 
les inconnues qu’elles renferment pour avoir les va- 
lours de cedes de ces inconnues qui sont necessaires i 
la determination de I’orbite de la comke. Or nous 
avons vu n“54,hvre.II, q„’il suffisait pour cela de 
connaltre les trois distances f, / et les trois rayons 
vecteurs correspondans r-, r, /; en eliminant donfdes 
eufs equations precedentes les six inconnues a:, r, .2 
on parviendra a trois Equations finales, entre 
u desquelles on determines leurs va- 

' ^ ^ >' seront donnfe chacune par 

»»e ecpation semblaWe a r^q«ati^,('3) ,„e foulniz^ 
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chaque oLservation , et Ton pourra par consequen 
resoudre ainsi completement la question. C’est d 
cette raaniere que Lagrange a traite le premier 1 
probleme de la determination des orbites des comete 
d’apres trois observations ; mais cette me'thode , qu 
semble d’abord la plus simple, est sujette dans le 
applications, surtont quand on vent pousser un pei 
loin la precision , a quelques dilliculte's qu’il nous 
paru convenable d’eviter , ce qui est aise en choisissan 
pour determiner Torbite de la comete les six quantite 
J } J'/r des six quantites />”, f 

f'y ^ f ' Nous avons vu en effet qu’au moyen d 
ces valeurs I’orbite pouvait etre parfaitement fixee d 
grandeur et de position , et que c’etaient meme le 
donnees les plus commodes qu’on piit choisir pou 
cet pou 

ipcddpi^' OT^i^jlS^*^g|%dq' 'tr-OiSvfer la valeur, e 
nous elinjinerons des Equations precedentes les dis 
tances (*“ , p , f qui ne feraient qu’embarrasser ,notri 
marcbe* Nous parviendrons de cette maniere a la so 
lutioffi la plus simple et la plus exacte peut-6tre qu’i 
soit possible de donner du probleme qui nous occupe 
Si des equations {a ) , (^)j (c) on elimiiie les ti’ois in 
ojnnues p, f , on aura 

' ,C^® N.®) , •/ 

72®. (vz4f-uZ/)=;7V(yr',H-ur^ — t®), y (4) 
Si^daiBgi ces quatre decnieres Equations <mi substitm 



DU SYSTfeME DU MONDE. i3 

pour X etj" leurs valeurs en z, qu’on elimine ensujte 
cntre les equations resultentes, qu’on fasse 
vu v'u = 1 )'', et que, pour abreger, on suppose 

X'u— XV+Xu"= L, Y'tr-- YV+ Yu"=L', 
on aura les deux equations suivantes 


uu'. (jTi^o-mV) .S^=:[W. (Tra^-mpO) ./-v'tr. (/ra'p-Trap') .p»] . ? 

— py.L, 

utr'. -ny). =[vij'.(7i°p- 7ip°).p' - Vu. (n'p-Hp') .p°t5 

p 

-py.L'. 


Si de ces equations on tire les Yaleurs dez et de Zj , et 
que pour simplifier tin fosse 

= (m'n — mn') . p“ + (7»'-V — m'n°) ,p + (mn* — mPn) . p', 

on trouvera 


Au"z =(«>o —ny').p.h—(my^m’>p').p.h', (5) 

A.uVu".a^= [vu'. (.n’‘p-np'‘).p'-Y'v.Oi'p-np').p’-lh •> 

—iyv'.On°p-mp^).p'-y'v.(m.'p-mp') .p»].L' . ] 


Si Ton elimine entre les six equations (4) les quatre 
inconnues y z^, et que pour abreger on fosse 



— 4-X.^vu', 

— XV. y +X.(vu'. 



0 n aura les deux equations suivanJiS*^ 
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tjg'i, (mV- ml f vu'. (m7i°-m‘‘;z) . m' — y'v,{mn'- m!n ) . ] 

+ ^V.(M — L')/ 

XJu'.(m®/)'- .07^= [Yu'.(m7)®-m*p).m ' — t u.(mp'-m'p).m°]] 

-j- m^m' • M'. 

Si Tori elimine entre elles rinconnue on aura pour 
determiners^ 

A ,iru'u" . X = [yu' . ( mn^ — m°n) . m ! — vV. (mzi' — mn) ? m^] .M' 1 , . 
— [yu' , (m/?®— m®jo) . m'— v'u. {mp^-^m'p) »m®] . (M— L') J 

De meme en changeant dans cette equation en , 
m° , m f m' en 7z°, 7^', et reciproquement, et enfai- 

sant pour abreger 

( 8 ) 

on trouvera pour determiner 

A.vv'v" .y —Ijv' .{mn° — m°n).n' — Y'v.{mn'-r- m'n). 7i®] .N' i , ^ 
— [vu' . {n°p — np°') . n' — v'lr. (n'p — Tip') ■ '’■°] -(N-L) . j 

4 . Nous void done parvenus a exprimer sous forme 
line'aire les six quantites x,j, z, j,, z^, qui 
doivent servir a fixer I’orbite de la comete en fonc- 
tion des quantite's v, x, V, v', et de quantites 
toutes connues. Les valeurs de v, u, v', u', sont, 
comme nous I’avons vu , donnees par des sdies qui 
procMent suivantles puissances ascendantes du temps 
et qui renferment de plus les trois indetermindes 


_ Yoc'.^+Y.(vt/,.^.-,v'u. J)=^N , 


v 


Y'B.f; +Y.(vd. - VU.JWJ 
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S’ done connaitre encore les 

valeurs de ces quantiles avant de pouvoir faire 
usage des formules precedentes. Or la premiere peut 
aise'ment se determiner au moyen de I’equation ( 3 ) 
du n“ 2; en efFel, si Ton substitue dans cette equa- 
tion pour f sa valeur en 2 donnee par la troisieme 
des equations (a), qu’on compare ensuite I’equa- 
tion resultante a Tequation ( 5 ), on aura deux 
equations entre les deux inconnues 7’ et z, d’ou 
I’onpourra toujours conclure par Felimination la va- 
leur de chacune d’elles. Quant aux deux autres inde'- 

termine'es ^ nous donnerons le moyen de faire 

disparaltre la premiere de ces formule;s , et la seconde 
n’y sera pas introduite par la substitution des valeui's 
de V, u, V, Tj', lorsqu’on ne poussera les ap- 
proximations que jusqu’aux carres du tenfps, ce qui 
suffira dans presque toutes les circonstances ; nous 
pouvons done ne pas nous en occuper ici , et regarder 
les formules pi-ecedentes comrae tres propres a re'- 
soudre cuti^rement la question que nous trajjtons. 

PourdeVelopper ces formules, reprenonsles valeurs 
de V et de U donneesn® 32 , livre 11 . Enne poussant 
I’apprbximation que jusqu’aux quatriemes puissances 
du temps f , on a , 



En faisant success ivement z 2=5 — S Z = 0 ', on aura 
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les valeurs des quantites que nous avons representees 
• par V, n, v', u'. On trouve ainsi, en rejetant les 
termes inutiles , 



TJ 


— 9 


I ^ ^ 


4^5 ^ 


ti ; 


fl 


r* , sS'3 
2r* 2r® ’ 

Qy3 ”* 4*’’^ ’ 


et comme u"=tx)' — v'u, on aura 


:9' + 0' 


(6'4-fi)^ , .■*. (S' — 9).(9'4-fl)3 

“ 6r^ P • 

; 

Pour donner a nos formules toute la sinaplicite 
qu’elles sont susceplibles d’Acquerir, il convient d’ex~ 
primer les coordonnees X®, Y“, X', Y' de la Terre, qui 
se rapportent aux observations extremes., ^i^ fpctiou 



|s 5 l%C>r'Sfo-us supposerons done 


X«»^=YX+UX,, X' = V'X + UX,, 
Y® = V Y 4- UY, , Y' = V'Y + U'Y,, 


en faisant, pour abre'ger, X^ = ^, Y^=^ et 

en designant par V, U, V', U' des fonctions sem- 
blables a cedes que nous avons nommees v, u , v' , n', 
et qu’on obtiendra en faisant successivemen.t t= — 6 , 
t = 6' dans les equations (m), apres y avoir change r 
en R et s en S on aura, ainsi 



_8» 

2R» 2R5’ 




V'=I 

U' = S' 


S' ss'* 
6R3 + p6' 
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Pour abreger, nous supposerons dans ce qui va suivre 

u''= Vu' — V'u, ■ u;= Utj' - u'u. 

Les valeurs precedenles donneront done 


e6'.(S'+S) 6'^4-fi^ ,rSM' . 
V=i+6-— 

66'.(6'“_8‘) /I 1^ 


a. 


(S“-fS'“) 

■"4<5 



et par suite • * ’ 

TT" _ rT"== J \ • (®'“ -■ 6“) / S S \ 

2 \r^ 2 jfsJ- 

Nous supposerons de plus 

Yu'4-v'a.=v'', Vu'-f-V'u=V*', W-f-^J'uczrV/. 

Mais dans ces quantity's nous n’aurons besoin que de 
conside'rer les termes du troisi^e ordre; on trou- 
vera ainsi 




T-— ,, 

2R;3 > 2-* 


d’ou Ton tire 


V"— v" 


-fl) 


&-i)- 


II ne s’agit plus que de substituer a la place d X®, 
X', Y' et des quantite's r, v, v', etc.^ 'lrof’k va- 
leurs dans les fonctions que nous avons d^^^e'es par 
L, L', M, M', NetN'. ‘ 

5. Nous conside'rerons d’abord Ideas pai’ticulier ou 
Tome II. a 



,8 . TIlSORIE ANALYTIQUE 

les observations sont supposees faites a des intervalles 
de temps egaux, parce qne les formules qui residtenl 
de cette hypothese acquierent iine grande simpbci e, 
et qu’on pent d’?iiUeurs.y ramener le cas general en 
calculant trois observations equidistantes par des in- 
ternolations faitfes entreles observations donnees. 

Si Von remplace X' , , Y' par leurs valeurs, 

les expressions de L et L' deviennent 

L = (u''— u;i).x + u;'.x,,. . 

l'=,(u’-^u' 0 -X 4 -u;'.y^., 


Dans le cas particulier ori I = 6^ on a 





9 =* 

A'’ 

- 

= a, on 


' * ' ' I 

attW paif c^iisequeW 

L = — 9 VX, L'=- 0 VY. 

On trouverait de la rneme maniere ^ 

M=Qv'- V) n.^,-^(V-vy . y .X+(u'TrA,- Uu' .Q.X . 

Si dans cette equation on met pour V , V' , U , U' , v, 
Tt', tj, u' leurs valeurset qu’on neglige les termes du 
qj^quieme ordre etdesqrdres sup^rieurs, on trouve 
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On aurait semblableraent 




M' 

N 

N' 


=-t-s+ 7 )-’'+ 9 ‘- e-|)-x„ 

=-T-(s+f;).Y+ 9 -. 


Si Ton substitue pour L et L' leurs valeurs dans Te- 
quation ( 5 ) , qu’on renoplace ensuite 2 par sa valeur 
dans les deux premieres equations (4) , on aura 

.r = X-h— . [(ny^n'p°) . mXr-{my' —m' p ^) . m . Y], 

• ® = IK-tW— «>“) •P^^—(rny—m'p?).p,Y]. 


Lestrois equations (6), (7), (9), ensubstituantpourL, 
L', M, M', N, N', leurs valeurs, donneront de meme 


= + 


— «p') • w“+ (»V — np°) . m'] . x| 

\ [(n'p — np') . n» + (n-Op — np°) . 'ra'3 . X ) 

/ — [(wiV —mpO . 71 °+ (rn>p—mp% n'^] . yJ ’ 

_ __ _ [ C”> “ y) ■p’> + (n‘>p — 77p°) . p' ]\ %l 

— [.('"'p— wp') •p“4--(uj°p — ' 

Si Ton remplace maintenant dans ces les 

lettres/w®, n° , p° , m, n, p^m', les valeurs 

qu’dies representent, et que p<rtr’«^geron fosse 


7 .A 

a-^ 

24 

0 -fl 
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C = tangi' . sm(A-<.'>)-teng J” . sm(A _» ,>(c) 
C' = tang . sin (A — «) — tang & . smCA — a ) , ’ 

et 

D==tans&^smCa'-n)+tang6.smCao-aO+^^^^ 


ce qui donne 

cosh^'coshcosh'.J); 

qu’on substitue pour X et Y leurs yaleurs 
X = R.cosA, Y=:=R.sinA, 
on trouvera apres des reductions faciles 

•I • a.-=i=X+^-.ecos«> 

j>^=sY+^-Csm^i, 

^^:Ctang^ 

Ro*d 


z 


oc , 


X^_J, 5f? , (C“ cos a” — C' cos «') , 


3D 

Rirfl 


Y, + . (C° sin a° — C' sin d ) , 

. (C°‘tang If— C'tang^O ; 




(A) 


formules d’une simplicite remarquable. En leur joi- 
enant I’equation (5) du no 2, on aura tout ce qui 
est necessaire k la determination des valeurs des six 

quantites x,f,z,Xi,j,,z,. 

6. Si Ton substitue dans la troisieme pour z sa valeur 
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/sin h , et pour cr la quautite qu’elle represente , cette 
formule donnera 

Re^C /I I \ 

^ 2DCOS b ‘ R^/ ' 

En faisant done, pour abreger, 

, _ R<°C 
2DcOs6’' 

on aura pour determiner les inconnues / et r les deux 
equations 

f =*-(73 — Rj)» i (“B) 

r® =R* — f .(2R cosC)+f*. ) 

On pourrait dliminer entre ces equations I’une des 
inconnues qu’elles renferment; en substituant, par 
exeinple, dans la deuxieme a la place de f sa valeur, 
on parviendra a une equation finale du huitieme de- 
gre en r, mais qui s’abaissera d’elle-meme au septierae. 
Cette equation, re'solue par approximation, donnera la 
valeut de /•; mais il est plus commode dans les appli- 
cations de conserver les deux e'quations (B), et 4 e de- 
terminer simultanement la valeur de f et de r par la 
methode ordinaire des fausses positions. 

Qus^nd les valeurs de. / et de r seront connues , on 
aura aisement celles des six quantites a:, j", «, 
par les formules (A) , et Ton en conclura cepi^ des 
ele'mens de I'orbite par les formules du n“ S^liVre II. 

, 7. Le grand axe est donne par rdqugfiba 


(10) 
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Si Ton suppose que Forbite de la comete est une pa- 
rabole,onaura^ = o, et Tequatioa precedente de- 
viendra 

(lO 

On aura ainsi une nouvelle equation qui pourra 
servir a determiner le rayon vecteur r ou a verifier 
les valeurs obtenues par les foi’mules precedentes. 11 
sera bon de I’employer a la place de I’equation (lo), 
parce qu’elle a I’avantage de ne pas contenir la quan- 
tite D qui est tres petite du troisieme ordre par rap- 
port a I’intervalle de temps 6, comme nous le ferons 
voir plus bas, de sorte que les erreurs des observa- 
tions peuvent avoir sur elle une influence sensible. 
Popr la f^ip for mules .(A) , 

. . : ; : .. ? • CO® ^ 

aD 'Cd' ' * 

Les trois premieres equations (A) deviendront done 
ainsi 

a: = X + f.cosb.cosa, 

= Y -f- p.cosi.sina, 
z .= f .sin b, 

valeurs qui coincident d’ailleurs avec celles du n* 3^ 
€t les trois dernieres donneront 

■' — 'X/ + ^^^^.(C'cos a”— C'cos d ) , 

j, .!= Y^ 4- . (C* sin a*— C' sin «') , 

=i tang C tang b'). 
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i, pour abreger, x)n suppose 

F =;: ^^^.(C“cos «° — C' cos a'), 

G = . (C^sin a” — C' sin a'), 

II = ^^g^ .(C“tang^°— C'tang &'); 

aleurs precedentes deviennent 

+ F./, I 

jr, = Y, +G./., (i4) 

z, = H.f. ) 

Ton ati cawfe ehacun# d^ ces valeurs, et 

a ia substitue ensuite dabs ( 1 1) » <?» 

^‘/+Y*,+2i» • (FX+GY)H-/*.(F‘+G»+H‘). (i5) 

2 equation^ jointe a I’equatioa 

= R* — f .(aRcos c) + f>* f (16) 

I’on obtient en ajoutant de m6me les carres des 
ars de a?, jr, z, servira h determiner les denx-inrs 
mesfetr. 

entre ces d^X' ^qnafSons on s^lixr^ait 
lation r^sultante sefait du sixifeme degidjtiaais , 
me noias I’avons dit, il Yaut mieux, ap- 
itions, laisser ces Equations sous Wte^rme, et 
’dsoudre pai' les methodes d’approxi-* 
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Pour diriger les premiers calculs , rpmarc^uons que 
la seconde de ces equations peut se mettre sous cette 
forme , 

7‘“ = R* sin® C + ( f — R cos c)® 5 

par consequent r est toujours plus grand que R sin c. 
Designons par S la valeur minimum de la fonction qui 
forme le second membre de I’equation (i5) , (valeur 

qui repond a la supposition de f = 

fraction ^ sera plus grande que S j on aura done a la 

fois r > R *et r <;|. H suffira, avec ces limites , de 

quelques essais pour satisfaire aussi exactemenf qu’on 
voudraaux equations ( 1 5) et (i6). 

Lorsque les valeurs de r et de / seront connues , 
on aura immediatement celles des six quantites 
x,Xf>z, Zi, au moyen des equations ( 12 ) 

et ( 1 3 ) ; et e’est un des principaux avantages de la 
metbode que nous venous d’exposer , quelle reduit 
au plus petit nombre possible les equations qu’on est 
oblige de re'soudre par tatonnement , de maniere que 
les inconnues qui y entrent une fois determinees , les 
autres inconnues du probl^me s’en deduisenl d’une 
pjaniere faeijlje par des formules rigoureuses. 
ja Si II ne nbusreste plus, pour faciliter I’usagedes 
i^nsules pre^edentes# qu’a montrer comment se cal- 
ftTitfegij|lfT |les . diffdr&nte5.^^.quaiRites connues qu’elles 
reu^te ;^9 et qui dependent, spit deslieuxdu So* 
leil da®^,^ptique , soit des donne'es I’observation* 
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Commencons par les premieres. Les tables du So- 
leil feront connaltre le rayon vecteur R, ct la lon- 
gitude de cet astre pour I’instant qui repond a I’ob- 
servation moyenne. Si de cette longitude on retranche 
deux angles droits, on atira la longitude correspon- 
dante de la Terre ou Tangle A. Quant aux quatre 
quantity X , Y, X, , , qui dependent du mouve- 

ment de la Terre dans son orbite, les deux premieres 
se calculent sans difficulte , puisqu’on a 

X = R . cos A , Y = R , sin A. (fi) 


Soient maintenant, pour une epoque quelconque, 
peu eloi^nee de celle de Tobservation, e Texcentri- 
dte de Torbite terrestre et a la Ibngitude de son 
perihdie; designons par v la longitude hdliocen- 
trique de la Terre , par r son rayon vecteur , et par x 
ety sesdeux coordonnees rectangulaires. L’origine de 
ces trois dernid’es quantites etant au centre du Soleil, 
on aura 

x — r . cos V , y = r . sin f' , 


d’ouTon tire, en differenciant , 


dx 

dt 

dt 


= — Sm -rr + COS 9. 


COS i 


rdif 

dt 

rdp 

~dt 


+ sin p. 



(k) 


L’equation de Vellipse, en prenant., toOur unite 
n' 22, livre H, la moyenne distencfe du Terre au 
Soleil,donne , 
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1 — «“ 

^ I -f- e. cos (v — ®) ’ 
et en diflerenciant 

dr . e . sin (<> — «>) J^dv 

dt I ^ ’ dt ’ 

On a d’ailleurs , par la nature du mouvement elUp- 
tique n° 20, liTre II, 

dp V' I— 

di^ r* ’ 

par conse'quent 

dr £ . sin (p — d) rdp S/ 1 — 

dt y'l e* * dt r 

Si Ton substitue ces valeurs dans les equations {k), et 


qu’on 

suppose 

ensuite t: 

=0, 

ce (jui 

donne-PEs A, 

r=;sB 

oa 

.I* 




. ; yr 

— e®. sin A 

_i_l: 

. sin (A — 

-0?) . COS A 



R 

n 

\/r- 

:r 7 > ’ 

Y - 


— cos A 


. sin (A- 

- ai) . sin A 



R 


t/r 



Ces equations jointes aux equations {h) donneront 
les valeurs des quatre quantit^s X, Y, X^, Y^j on en 
tire aisement 


X/+Y/= 

XX^+YY,= 

J^TOOns qui nous settmt utiles dans ce qui va suivre, 
et qt 8 ^ <f ailleurs resultent directement des formules 
differentlelles du naouveinent elliptique. 


2 

R * 


R . e ..sin (A — d>) 
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Si Ton neglige le cube de Fexcentricite de I’orbe 
terrestre, qui est uile tres petite quantite', on aura ' 


( 1 ■— 

— • sinA + e.sin(A — ai).cosA,) 

( r — - . ( 

.cosA -f-e. sin(A — (&)).sin A. j 


(i) 


Ces formules donneront avec une exactitude suffisanle 
les valeurs de et Y^, lorsqu on y aura substitue pour 
e et CO les noilxbres que ces lettres representent , et qui 
dependent de latheoriedelaTerre. Ainsi, parexemple, 
Fexcentricite de Forbite terrestre au commencement 
de 1801 etait de o,pi 6855 i 8 , et la longitude du pd- 
ribelie a la m 4 ine epoque etkit de qq° 5 o' 5 " ^ on aura 
done potr les temps voisms'd6 ceft^ dpoque 

a)=99°3o''5", log . (‘-5^) = 9 . 9999384 — log R. 


L’exoentricitd e diminue de 0,000041809 par siMe, et 
la longitude eo augmente de I's" h peu pres par an. 
Enfin, on peut ojbserver qii’en vertu des equations. 

(i), on a eotre les quantite's sin(A — co) 

la relation suivante , * 



H- e* . sin* (A a) 



Si Fon voulait^^liger le carrd de,I|e®q8atricite de 
Forbite terrestre, ce qu’on ^eul i#'|ieroaettre sans 
errcBur sens&Ie, le calcul des.qwiintitds X, et Y, en 
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deviendrait encore plus simple , et pourrait meme se 
falre immediatement en n’employant que les donnees 
destables. En effet, soit R' le rayon vecteur de la 
Terre lorsque sa longitude A augmente d’un angle 
droit , on aura 

I — e . sin . (/ — ‘‘Y 

d’ou Ton tire 


sin {y — a) = 


R'— I + s'* 
R' 


On aura done simplement , en omettantles termes de 
I’ordre e*, 

X, = ~ ^ . sin A + (^-) • cos A , 

t,= ^ . cos A • sin A. 

La detei'mination des quantiles C°, C, C', F, G, H, 
qui dependent des observations , n’ofFrira aucune dif- 
ficult^ d’apres la forme tres simple que nous leur avons 
donn^ej il suffira d’y substituer pour h,a', 

h' les valeurs des trois longitudes et des trois latitudes 
observees. 

Quant a I’expression du temps qui entre dans les 
formules pr^cedentes, il faut remarquer qu’ayant pris 
pour unite la moyenne distance de la Terre au Soleil, 
le temps doit etre represente par les arcs du inoyen 
i&bttvement solaire, conformement a*ce que nous 
avons^dit n° 22, livre II. Si Ton suppose done que les 
intervalles 9 sont donne's en jours et en parties deci- 
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males du jour temps moyen, comme cela a 
ordinairement, il faudra, pour I’homogene'ite des^fc^ 
mules, multiplier 0 par I’arc que parcourt en un jouy^ 
le Soleil en vertu de son mouvement moyen, cet arc* 
etant lui-meme reduit en parties du rayon. L’annee 
siderale est de 365^,25638; si Ton represente par •tt le 

rapport de la circonference au diametre sera 

365,25638 

I’arc du moyen mouvement du Soleil enun jour, par 
lequel on doit multiplier le temps , c’est-a-dire qu’il 
faudra ajouter au logatithme de 0, exprime en jours 
moyens, lelogarithme constant 8,2355821. 

g. La forme des valeurs precedentes de et de Y,, 
permet de faire subir aux formules (14) et (i5) quel- 
ques modifications qui rendent leur usage encore plus 
commode. En effet, si Ton suppose 

P = . [C^sin (A — a”) — C' sin(A — aO] , 

Q = . [C“ cos ( A — a°) , — C' cos (A — n')] , 

^ ^ C' tang^.'], 

les valeurs de z, , pourront prendre cetle 

forme 

a?, = -f- (P sin A + Q cos A) . /» , 

Ji — ^i — (PcosA — QsinA)./», 
z^ = H . f. ^ 

En substituant dans ces expressions, a laqdace de X, 
et Y„ leurs valeurs donnees par les Equations (Z), on 
aura , 
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' ^ — ^^•s*w-A-"f'CQ*C e.sm(A «i)].cosA, 

j j -e^\ 

, jjj = — ^P. j — J.cosA+CQ- S — e.sin(A — <»)] .sin A, 

H.f. 

Si Ton eleve axi carre ces valeurs , et qu’on les ajoute, 
I’eqaation (i i) deviendra 

_,_25.|^P.1^4Q.^sm(A-«)]+f.(P*+Q*+YP). (i8) 

Cette equation, jointe a la suivante , - 

» ( 

r* = R* — f -(^R cos c) -f- /% (19) 

domiera la valeur des inconnues , d’ou depend la de- 
termination des six quantites x, z> */• 

C’est a ces derniejcs foimules q®’il eonvient de 
s’arreter, corame i^tant les plus s^mpl'^a que Ton 
puisse employer pour les applications numeriques. 

Les quantites P et Q sont, comnie on voit, aussi 
faciles a former qiie les quantites F et G que nous 
avions introduites dans les formules (i 4 ) ct 

leur emploi offre I’avanlage qu’il dispense de faire un 
nouTcau calcul pour dfttermiqe^ X, et Au reste , 
corame ces formules ne different entre elles que 
par leur forme , ce que nous avons dit sur I’usage 
des preraifek^ s’appjique identiquement aiix sq - 

i W pour faciliter autant que possible les ope- 
dm cakulateur , pous reraarquerons que , 
est libre de cbmsir a ■volonte la ligne 
d’cflr^llipmpte les longitudes sur le plan de Fe- 
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cliptique, on pent prendre, pour cette droite, le 
rayon mene de la Terre au Soleil a i’epoque de I’ob- 
servation moyenne ; on aura la longitude de la comete, 
par rapport a cette llgne , en retranchant Tangle A 
de chacune des longitudes a°, a, a'. On determi- 
nera, au moyen de ces longitudes factices, les va- 
leurs Ae X, X, z, x,, jr,, z^, et il suffira, pour cn 
deduire les elerhens de Torbite relatifs Te'quinoxe 
vraie, d’aj outer Tangle A a toutes les longitudes qui 
en re'sultei?ont. Or, , Thypothese precedente donne 
A =3 6, et par consequent,, sin A = o el cos A= i. 
Les valeurs des six quantiles x, j , z, x^, z^, 

se reduiront ainsi a ce.lte forme tres simple. 


x = f . cos (A —7 cos 5 , 
X — — / . sin (A . .cos 3 , 

z = p . sin b , 

. x'= [Q.p--e.sin(A— a)], 
*'= H.f., . 


Quant aux fonctions que nous avons de'signees par 
C“, C, C', D, et aux quantile's F, G, H, ou P, Q, H 
qui s’en de'duisent , il est visible qu’elles ne changenf 
pas de valeur par Ja transformation prdcedente, 
qu’ell^ poufront s^n/it , dans tous les cas , de qp fjg pc 
maniere qn’on les calcule. . 

10. VOICI done, enresumautcesdif]fe'r^pi5j|^ultats, 

la marcbe la plus simple a suivre popjr^dtemiiner, 
d’aprfe trois observations e'quidistai|^'j Torbite d’une 
oom^te. Coniiaissant les trois liO;E^gitiidies d°, a, a’ ct Igs 
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trois latitudes correspondantes k°, b, H de la comMe , 
ainsi que'la longitude A de la Terre dans son orbite, et 
le rajon vecteur R, relatifs a robservatipa mojenne, 
on commencera par calculi les trois quantitcs C°, 
C , C' par les formules (C) , et Ton de'terminera , 
par leur moyen; les trois quantitesP, Q, H. On 
Tormera ensuite les equations (i8) et (ig), et en les 
resolvant par approximation, on- aura les valeurs de 
r et de / , a Taide desquelles on trouvera celles des 
sixquantites par les formPles- (17) 

on (20). Ces quantites, ,une fois ..epnnues, les ele- 
mens de I’orbite serdnt donnes par les formules du 
n* 29 , livre II. . 

II ne faudra pas perdre de vue, lorsqu’on fera 
usage des formules prece'dentes, qu’elles ^e sont 
exactes qu’aux quaptites pres, de I’ordre I®, et que 
par cons^uept les i^tetfVafl^' de tetii^' dbivent etre 
assez courts pour que les series (m) soient conver- 
gentes , sans cependant etretropresseyres, parce que, 
dans ce cas, le mouvement geocentrique de la co- 
mete etant trop petit, les erreurs des observations 
ont une plus grande influence sur les resultats. En 
prenant generaletnent des observations dont les deux 
extremes soient sdpafees par un intervalle de temps 
qui n'excMe pas dix a douze jours, on satisfera k la 
premiere condition sins tomber dans I’inconvenient 
d’operer sur des observations trop rapproche'es. 

V 1 1 . Puisquele probleme de la determination de I’or- 
parabolique des comkes contient en general plus 
•®i^utions que d’inconnues, il est clair qu’on pourra 
doTOidf j»pour le re'soudre, une infinite de me'thodes 
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en combinant dc differentes ma^ieres ces equations 
entre elles. Toutes ces methodes donneraient des re- 
sultats egalement exacts, si Ton pouvait compter sur 
les donne'es fournies par Tofcservation ; mais cdinme 
leur precision n’est jamais rigoureuse, il faudra'* ' 
, par mi les combiuaisons qu’on peut faire des equations 
primitives du probleme, choisir celle qui emploie 
le moins de ces donnees , et qui , par consequent , est 
plus exempte que les autres des erreurs des observa- 
tions. II est bon, pour eclairer cette question, de 
faire quelques remarques sur la signification des 
quantites que nous avons designees par D, C* 

C , C . Considerons , pour cela , le triangle sphe- 
rique forme par les arcs de grand cercle qpi joi- 
gnent les lieux de la comke dans les trois obser- 
vations donnees; soient C'C, C^C', CC', les trois 
c6te's de ce triangle, et designons par C', C, C° les 
angles respectivement opposes. Les trois quantites 
nf, n% p- representent les cosinus de Tangle que fait 
le rajon mene de la Terre a la comete avec les 
trois axes coordonnes; les quantites m, n, p et m', n', p'. 
reprdsentent les m4mes cosinus, relatifs a la seconde 
el a latroisierae observation; on aura done par les 
theoremes connus , 

cos (C“C3 i-n'^n+p^p , cos (C-'CO = /reV'-b 

cos (CC 3 ^ 

ou bien , en remplacant dans ces ^qna^^ m% n% 

etc. , par leurs valeursn' 5, . .iiirjvi 


Tome II. 
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COS (C°C) = cos (a ? — a )cos ^°cos^ +sm^® sini , 
cos (CC ) = cos (a — «') cos b cos sin b sin b', 
cos(C'C°} = cos (a' — a'’)cos b° cos ^'-|-sin b° sin b' . 

Reprenons maintenant la valenr de A , numero cite, 

• m 

A.z=(m'n — mn) {m°n — m'nP^.p + (mn° — m°7i) .p'. 

Si Ton el'eve au carre cette qnantite, on pourra 
ecrire ainsi le resultaf 

p'‘) P°) 

■+- 2 .(^m°m-\-n’‘n+p°p ) . -i-p°p') . (mm'-\-nn' -i-pp') 

— ( 771 °“+ 7i““+P°*) {mm'-\-nn'-i- pp'Y 

(77l“-f- 7l“-f- J0“) . (TTl^TTi'-f- ri'‘n-\- p°p'Y 

— n'^-h jD^“) . ( 771 ° 777 + n°/i -j- p°p) 

equation qui se ve'rifie, en effet, en la developpant, 
0ii, da ai,, ^tre les quantites m°,i re*, /7*, etc-, ces 
dqtratio^ de condition 

77l®“+77“+_p°’*= I , 777“-f“«“+P'‘= I J 777'*+ > j 

onaura doiKc simplement, 

— A*= x-l-2.cos(C‘’C),cos(C°C').cos(CC') 

— cos*(C*C)— cos*(C*C') — cos‘(CC 0 . 

On a d'ailleurs , n° 5 , D = rj — ^-7 p- 

voit done que la quantite D n’est qu’une combinai- 
son particuli^re des elemens du triangle C°CC' inter- 
(E^l^sur la awpfesce de la,Spbere par les trois lieux de 
la et qui resulte entierement des observations. 

On pepit dormer a la valeur de A une autre forme 
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qui a I’availfage de inontrer de quelle maniei’e cfette 
quamite participe aux erreurs dont elles sont affec- 
tees. Pour cela , remarquons que Tangle C° du triangle 
C°CC' e'tant oppose' au cote CC', on a 

cos (CC') =cos (C’C) . cos (C“C') sin (C“C3 . sin (C»C') . sin C° 

Si 1 on substitue cette valeur dans Texpressioh de A® 
ct qu on extraie la racine carree , On trouve 

A = sin(e°C).sin(C»C'). sinC% 

equation ou Ton peut d’ailleurs changer C° en C ou 
C° en C', et reciproquement. 

II est eviderif mainteiiant que $i les ©bsei’Titions scint 
trefe rapprocHees, comme orf jes* de Id feuj^olter 

pour faciliter la de'termination des-orbites des eorii^tes, 
les arcs C^C et C"C' seront fort petits et Tangle G“ 
diiferera peude deux angles droits. La quantite A, et 
par consequent D, sera done une tres petite quantite 
du troisieme ordre sur laquelle les erreurs des obser- 
vations auront la pips grande influ^ence ; il faudra done, 
comme nous Tavoris deja dit, dviter aulant que pos-' 
sible Temploi de cette quantite. On pent remarquer 
encore que la valetir de Bseraitrigoureusementnulle' ,, 
si C® e'taitegal a deux angles droits, e’est-a-dire si lb 
lied de la eombtd; dkPs la troisibine obsdtflfef« 
se trouvait dan's le jdati du gYaM ddrefll 
les lieux db -fe ' premiere et de Isi secbidide ^^^fefatiQ'n; 
ef‘Ton salt eii efifet que pour qtre dont 

les longitudes fesjieaives son! et lbs lati- 

tudes h, V, soicut situes-dWb'pd d’un xcMM 

5.. 
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grand cercle, il faut qu’oa ait Tequatioa de con- 
dition 


tangi . sin (a® — a)+tang b° . sin(a' — a) +taiig b' . sin(rt— 


Passons aux quantites que nous avons nommees 
C, C“, C', et commcncons par la premiere. Si Ton 
consMere le triangle spherique SC°C' forme par les 
arcs de grand cercle qui joignent les lleux du Soleil 
dans I’observation moyenne, et ceux de la comete 
dans les observations extremes , il sera facile de voir 
que C est une fonction composee des ele'mens de ce 
triangle, de la meme maniere que D se forme des 
ele'mens du triangle C°CC'. Il suffit , pour s’en ccm- 
vaincre , d’observer que la valeur de C se de'duit de 
celle de D en rempkcant , dans cette derniere, les 
qu^ntite's qui se rapportent a robservation. moyenne 
delaiconiete par eelles qui d&pendeat de la position 
du Sofejl alA meme epoque. Si Ion suppose dooc 


. . , T =sin(SG) . sin (SC') . sin S , 

C sera du m6me ordre que T, et Ton aura 


COS cosh' 


.^rait expressions semblables pour C® et C', 

spheriques SCC' et SC°C. 
um.;7°**^1P^’’'^9'l^?3'^«*t‘b'l"e l«s.quantites C°, C, C' 

f ®lles de'pendent 
p^rtie des lieuxdu So],eil, quipeuvent etre 
exacts, puisqu’ils.sc calculent par 
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les tables : on doit done les employer de pre'ference 
a laquantite D qui est dutroisieme ordre, et qui ne 
depend que des donnees de I’observation , et e’est 
par cette raison que nous I’avons tout-a-fait rejetee 
dans la me'thode exposee plus haut. 

12 . II faut observer cependant qu’il y a des cas on 
cette methode elle— menie pent conduire a des re- 
sultats incertains? ce sont ceux ou les lieux de la 
coniete, dans deux des trois observations, sont si— 
tues a peu pres dans le meme plan que le Soleil a 
I’epoque de Tobservation moyenne. On voit, en 
effet, que cette circonstance rend tres petite Tune 
des quantites C , C', et elles ne peuvent plus alors 
etre defeianind^ avec,aS5e2: de precision. Le seul 
moyen de remedier k cet iniconvdnient , qui est sur- 
tout tres grave relativement a la quantite' C qui 
entre dans les denominateurs des valeurs de F, G, 

I*? Q> serait derecourir aux equations primitives 
(4} ct de chercher a en former une combinaison 
nouvelle par laquelle on put eviter de faire usage de 
ces quantile's; mais les formules qu’on obtient ainsi 
‘ conduisenta des calculs beaucoup trop longs ettrop 
compliques pour que la pratique puisse s’en acconl- 
moder. Ce quil y a done de plus simple a faire dans 
ce cas, e’est de choisir trois nouvelles obsery^^ns 
pour de'terminer Torbite , ou si I’intervalle qui se'- 
pare les observations oxMmres sur ,l.$S|^es on 
opere ne permet pas, par son peu d’^t^le, d’e'vi- 
ter I’embarras dont il s’agit, de, r^l^^igs dlemens 
obtehus par la methode comme une 

premiere approximation <^‘l^s'iele'mens, et de les 



38 TH^ORIE ANALYTIQUE 

rectifier ensuite , d’apres I’ensemble des obsei'vations , 

par ies me'thodes ordinaire^. 

1 3. Nous aliens' maintenantconsiderer le cas ge'neral 
ou les observations donnees sont separees par des 
intervalles de temps quelconques, mais que nous sup- 
poserons toujours peu considerables. Reprenons les * 
quatre equatioias (5, 6, 7 et 9 ), n° 5 : si pour simplifi(!r 
les calculs on suppose 

1° = cot^* . cos a*, I s= cot b . cos a, V = cot V . cos a', 


k’‘ 

= cot^® . sin a' 

>, h = 

cot b . sin a, 

h' 

= cot A', sin a' 

/” 

= tang A®, 

II 

tang a, 

f 

= tangd', 

r 

tang A® 

cosa° ^ 

g' = 

tang b 
cos a ’ 

s' 

tang'A' 

cos a' ’ 

c” 

=: cot 

c == 

COtd!, 

V 

II 

0 

c+ 


tang 

'd = 

tang A 

d' 

; , tat:^ Y 




., 1 - „ 

sin af * 


ces Equations potKrf out s’^rire ainsi , 


A'.u".a = (A' _fto).L— (/'_/•>). L', 

A'. Du'tr' .2^ = [W . (A» — A) — V u . (A'— A)] . L 

— [W. — Z) — tV .(/'—/)]. L', 

A" .OTV'.a;^= [W. (/» — /)_ v'u . (/'—/)] . M' 

— ^)— vV. . (M-^LO, 
£>r.w'v".y,= [yv'. (c<>— c) — v'u. (/— c)] . N' 

— [yu' . (d°— d) — V u. (cZ— <Z)] . (N — L;, 

en faisant, pourabreger, 

A'’=~— A* — ~ 

P'’PP' m°m 1 n' * n°nii'' 

foi-mpl^s pour en deduire les ya- 
2 , z,. Afiud’evi- 

ter toqteo^eratipn mutile^ nousremarquerons d:aboi:d 
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que le produit xju'u" etant du par 

rapport aux intervalles G et 6 ', sift|6j^tk-«Voir seu- 
lement dans les valeurs de a?, elegies du 

premier et du second ordre par rapport temps , il 
suffira de conserver dans le developpement des equa- 
tions precedentes les termes du ciuquieme ordre in- 
clusivementqui,parladivision,s’abaisserontausecond, 
et Ton pourra negliger tous les autres. Or , les coeffi.- 
ciens des quantites repre'sentees par L, L', M, M% N, 
N' etant au moins du premier ordre, il suffira d’avoir- 
egard dans le developpement de leurs valeurs aux 
termes du quatrieme ordre. Cela pose, si pour abre- 
ger on fait 

^' 4 -^ an an }_ ^ ^ „ i. ® r 

ct qu’on suppose 

x.=(5-e;'f).x+^f'.x„ 


on trouvera par les valeurs de L et L', donnees n® 5, 

L=_a.6,GT.X„ L'=^a.0W'.Y,. 

La premiere des equations ( 21 ), en y substifuaitt des 
valeurs et en divisant les deuxmembres pa^l^^^ de- 
viendra ’ '"3 ’ ^ 
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, remarquons que les quantites 
L L e®Mi 4u fi'oisieme ordre , il sufEra de conser- 
ver d»$vlqurs co^^<4ens les termes du premier et du 


secori^^ 


■ 6'} ou trouve ainsi 


W . (A» - f,) -k)=:d'.(A<>-h) + 6. (h' - h) 

=9" . (A»+7j'— 2A)+0;' . (A»— 

Tp' . (I-— l) — Vv. (i' - 7) =6'. (Zo _i) + a . (/_ /) 

=8".(Z“4.Z'_2/)+fl;'. 


En observant done que uu'u" =- 


i/fl'/ 


on aura 


■^/ — + A''~2A).X, — (7° + Z'— 2Z).y,] 

— A») .X, — (/_ z») . TJ. 

La valeur de M donnee n^ 5 , en ayant egard a la 
signification que nous avons supposed aux lettr^s U", 
V", u% tJ/' , V/, peut prendre cette forme 

M=i.[(o"-U'),(/'+/*)~(v"-V^).('/'_/o)j.x 

-i- [u;'.c/'+/»)-v;'.(/'_/o)]. X,. 

Pour simplifier les re'sultats, nous observerons que 
la difference — y* est uhe quantite tres petite de 
I’ordre de VinJtervalle de temps 0 + 6' qui separe les 
observations extremes, en sorte qu’on peut dans la 
y^kur de negliger son produit par des quantites 
dependantes de fa cinquieme puissance du temps. En 
substituant pour v" , U", etev , leurs valeurs , on aura 
am^i 

. (X;+i .rt,”.X). 
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on trouvei’ait par des reductions semblables aux pre- 
cedentes , 

w . (/o_/)_v'tr . (/'-/)=9'' . (/o+/'_2/3-9; . (/'-/>), 
w'. (g°—g) — ■^'v.(g'—g)z=6\(g<‘+g'—2g)—6 ;’ . (g'— ; 

on aui’a par consequent 

6 " ^ 

A " 

{(/'§°-/V)-X.4-(g-W“)-X]+k . - 9 ;. X.) 
Enfin, on pbtieijdrait d’une maniere analogue 

N = — 9S'9" . (c' + c") . T, — <fl' . (c — c“) . (T^ + 1 . <r3;' . Y) , 
]N'z= — 66'8" , (d' + . Y, — er . {d' — d°) . (Y, 4 - 1 . <ri" . Y) , 

vu'.(c® — c) — t'u. (c'— c)=d".(c'’4-c' — zc) — 9/'. (c' — c®), 
vt;' . (<i®— <i) — v'tr . (^d' —d)= «" . (d“ +<i'— zi) — 9/ . (a?'— d®), 

et par suite . 

X— X=^.- { [(cOd-cd”) + (c'd- ccT)] . Y,+(do+d'—zd) . X. }] 

9 " 

{(c'd® -c®£iO.Y, + ((;'- d®). X.}4-^®-9;.Y.j 

14* Pour re'duire lbs formules prbcddentes it line 
forme semblable a celle des fornoules (A)ti“ 5 ^ iSOus 
observerons d’abord que Ton a par hypothbse 
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Or, si Ton fait 



le facteur 6^V pourra etre represente par 26 "^; car 
la difference de ces deux quantites on ^ se 

trouye de Tordre des quantites que Ton est en droit de 
negliger. On peut done mettre les valeurs de X, et Y, 
SOUS cette forme plus simple 

x,=|.(x+f.9;'x,), 

¥. = J.(Y+J.e,'Y,). 

Remarquons encore que les quantites , Y, se 
trouvent multipliees dans ces expressions par la quan- 
tite' tres petite 0/, en sorte qu’on peut, dans leurs ya- 
leurs , negl^er l^s tennes tr^ pejits 4^peadans de 
1 €2ceen}ricite de I’tu’IiitS terrestre , qe qui donnera 
^v=-^sinA,r ¥^=4-cosA, ou encore X,= — ^R.sinA, 
Y,=R.cosA; on aura done par consequent 

X.=R?,(cosA--|0/sinA}, Y,=Rf.(sinA+f9/cosA). 

Si I’on subs^itue ces yjjeurs dans les expressions de z, 

^ qu’on y remplace/ g, h, I, c, d, etc., par 

les quantitqs que ces lettres repi'e'sentent , qu’on Sup- 
pose pour ab^Feg^r 

C;= tang3 . cos (A — a') — tang b' . cos (A — a) , 

C, = tang^' . cos (A a °) — tang b° . cos (A — a ') , 
C/= taug^“. cos (A — a) — tang b . cos (A — a”), 

en faisant attention aux valeurs de A, A', A", n® i5. 
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on trouvera d’abord 

z = ^ .tangi.(C + t9;'.CJ, 

et les formules (22) ( 25 ) (24) donneront ensuite 


“eT”* — C'cosa'+ §0/.(C/cosa®— C/cosa')] 

+®. (C + !«;. C^costr + KlC- cosA, 

K?8" 

• [C®sia a® — C'sin «'+ f ^ • (C,°sin a®— G/sina')] 
+®.(C + ffl/'. C,)sina+ sm A, 

== -^^♦(C®tang^®--C'tangA'+5i8/'. (C^®iUiigS^-C/tangi')] 

4-®;(C + |9/'.C,).tangA 



Si dansces formules on suppose 03=6', ce qui donne 
6/=:0 et ^=:-~iT, on retrouve les formules (A) 
du n” 5 , ce qui peut servir a confirmer leur exacti- 
tude. On peut d’ailleurs faire prendre aux formules 
precedentes une fornje plus simple encore ; en effet, 
si Ton suppose 


c®+f9;.c;=:C,% c-M0;.c,=rG., c' 4 -| 0 ;.c/=c/,, 

la valeur die a devieat 


z 1= . C, . tang ^ 

et les trois formules (A') dohtt^t 
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^■--X^+--|-.(C.'>cosa'>-C/cosaO+-^ -C.cosa+E^fl/.cosA 

^^='5:>+^.(C,<>sina“-C/sinaO+^ .C.Bma+R^Sf.sinA, ((D) 

TD i 


.(C,°tang C.'tangA) + . C. tang b. 

Pour eliminer du deuominateur de ces formules le 
coefficient D, dont I’inexactitude doit faire autant 
que possible eviterl’emploi, observonsque la valeur 

de z donne ou, comme z=/sin^. 


geos 6 

D 09'c, * ^ on substitue done cette valeur dans 

"I y* ^ 


D 06'C, . tang b 
Si r on substitue 

-- V-l 

les formules (D), en faisant pour abreger 

-iy COS 3 _ 

' C/cosaO+«/.C,.G(ea4-e/.DcosA], 

^ COS 3 .... . 

Siia-— C/sin a')+fl;'.C, sin a+«;'.D sin A] , 

tt cos h , 

’ (C,^tang3°-. C/tang3') + . C, tang 3] , 


on aura simplement 

= + 

■y.:, ^ , .z,= H'.f. 

Si 1 on forme les carres de ces trois valeurs, et qu’on 

les ajoute en observant que leur somme est egale a 
^ 7 , on aura , - ^ ^ 

J a/.(T + G^Y) +f>\ (F/ + G/4.H/). 
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Cette e'quatioQ jointe arequation 

7'*=;R‘* — (aRcosc) -f- 

servira a de'terminer les valeurs de r et de f. 

Enfia si Ton veut faire preadre aux valeurs de , 
* j , la forme que nous leur avons donnee n° q , on 
fera 


COS h 

COS h f 

C •CiCos(A-a)+fl;' .D } ,W 25 ) 

cos h \ 

‘ C/tang -rf- d/ . Ci tang 6] . \ 

En substituant ensuite pour et leurs valeurs 
dans les e?:pressions de ^jyj^p Zjy on trouvera 

✓ j 

^ y • sin A + [Q^ . f — e . sin (A— &))] . cos A , 

( I lg^\ 

^ R^/ ‘ ^ ^ C A— <y)]] . sin A , 

zz:2 , Ij. ^ 


Si Ton ajoute les carrds de ces valeurs , on aura 


^=|-,- 25 .[^p.. l:^VQ,.esin (A-«)]+e“.(P/+Q;+ H,=) ; 
cetle equation , jointe a I’equation ordinaire 1 


(“) 


R‘— f . (aR cos c) + (S) 

fournira toutes les donnees necessaires^^ffiir la detor- 
minatiou des deux inconnues r et * 
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iS.Lesforniules qui servent a determiner lesvaleurs 
des six qiiantites sont done par- 

faitenient semblaLles, soit que Ton considere des obser- 
vations equidistantes , on des observations separees 
par des intervalles de temps quelconques. Les coefE- 
ciensF,, G,, ou P^, Q^, seront seulement dans 
le second cas un pen plus compliques que leurs ana-> 
logues F,G,HouP,Q,H. Quant aux quantites que 
nous avons designees par C,°, C., C/, leurs valeurs 
peuveiit se former tres simplementj en effet, si dans 
la valeur de par exemple, on met pour G* et C/ 
les fonctions que ces lettres representent, on a 

C.o = tang i.fsinXA — d) + §«/'. cos(A — a'j] 

— tapg b'. [siu(A ~a)+ ffi/' cos (A — a)]. 

Or , il est evident que cette expressioa paut prendre 
cette fonne 

C,» = tang b .sHa(A-t^/',-Lio) , (26) 

pmsque nous negligeons les termes dependans du 
carre et des puissances superieures de La memc 
observation s’appKque aux valeurs de C, et C/; ilsuf- 
fira done de substituer A+|6;, au lieu de Adans les 
equations (C),n® 5 , quidonneront alorsimmediatement 
les valeurs des trois (Quantites C,% C„ C/. Quantala 
partie ou ^.(9' 9), elle doit etre expriiiie'e en par- 

ties de 1 arc qjue decrit, dans un jour le moj'en mou- 
vementduSbleiLPour faire cette re'duction, on n’aura 
qua multiplier la quantite f . (9'- 0>j donnee en jours 
et fractions decimales du jour temps moven, par le 

'365,25638 ’ revient au m 4 me, au 
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logarithme de — 6 ), on ajoutera le logarithine 
constant 3 . 5500072, et Ton aura la partie |.( 6 ' — G), 
exprimee en secondes. 

II est superflu de repeter ici TobserYation que nous 
avons deja faite sur la convergence des series (to) ; 
nous ajouterons seulement que cornme, dansles for- 
mules prece'dentes, nous avons regarde 6' — 6 comme 
une tres petite quantite, il faudra que les intervalles 
de temps qui separent les observations que Ton a 
choisies, quoique inegaux, ne soient pas tres diffe- 
I'ens entre eux; on satisfera a cette condition et a 
celle du n“ 10, en prenant des observations faites a 
cinq ou six jours de distance Tune de I’autre. 

Onpourra done, pour former les donneesne'cessaii'es 
a la de'termination de Torbite des cometes, se servir, 
selon qu’on le jugera convenable , de la premiere ou 
de la seconde rae'thode que nous venons d’exposer. 
Si la derniere entraine dans des calculs plus conipli- 
que's, cet inconve'nient est peut-etre compense par 
les operations preliminaires d’interpolationsauxquelles 
il faut recourir, lorsqu’on fait usage de la premiere, 
pour calculer des observations e'quidistantes. Il faut 
remarquer encore que, comme les observations factices 
qu’on obtient ainsi sont toujours moins exactes que des 
observations reelles , on doit attendre de la premiere 
metbode des r^sultats toujours plus , incertains que 
ceux que donflera la seconde, qui a I’avantage de s*ap- 
pliquer imme'diatement aux donnees de I’obseivation. 

i 6 . Quelle que soit aureste la methodet^^^^be fem- 
ploie pour determiner les six quantif^ir,^^ z, 

Jj, z^, il sera facile d’en conclunrf#fe formules du 
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chap. V, livre II, les elemens de I’orbite de la comfete. 
Pour cela, on commencera par former les trois quantite's 
— XZ—X^Z, yz,—jr;z. La premiere qui, 
multiplie'e par dt, represente Taire que trace pendant 
cet instant la projection du rayon vecteur de la co- 
mete sur leplan de I’ecliptique , fera connaitre, selon 
qu’elle sera positive on ne'gative, si le mouvement de 
cet astre est direct on s’il est retrograde. On calculera 
ensnite la quantite zz^, ou du moins on 

s’assurera du sigue qu’elie doit avoir, parce que ce 
signe fait connaitre si la comete a deja passe par son 
perihe'lie ou si elle s’avance vers ce point. En effet, 
on a , 

dt r 

Si la quantite xx^ zz, est megaliv'ev le rayon 

viS<S#4t ¥a ^^ftmnih^ht'i' et pstt' '^iflfisequetfPla co- 
nietS 'elle s’en eloigne au con- 
traire ^'cetth quantite est positive. 

Si Ton nomme i I’inclinaison de I’orbite sur I’e- 
cliptique, et a la longitude de son noeud ascendant , 
le mouvement de la comete etant suppose direct, on 
aura , n° 29 , livre II, 

XZj 

, 0IJ. de'terminera .immediatement par ces fprmules 
l^y^eurs de la distance pe'rihelie D et les angles (p 
et fit. Cto aura d’abord 


— j:^7 = cos i , S/iD", ) 

— x^z=sini . cosa. \/^, i (27) 
— =sinz .sin a, VnD. j 
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tane a = 

taaff i — 

(x7^— x,j).sin«'‘ 


La tangente determinee par la premiere formule 
convieat e'galement aux angles a. et j8o° -H a. Pour 
savoir leqnel des deux on doit choisir, on observera 
que les astronomes supposent que I’inclinaison i des 
orbites ne varie que depuis zerojusqu’a 90% c’est-a- 
dire quel’oncompte cet angle dans des sens opposes, 
scion que le raouvement est direct ou retrograde; 
1 angle i devant toujowrs par consequent etre positif 
et plus petit qu'un angle, driest > cette condition.detei'- 
mme le signe de sin a, et par siiite la yaleur de «. Cet 
angle est la longitude du noeud ascendant si le mou- 
vement de la comke est direct; e’est celle du nceud 
descendant si la comete se meut dans le sens contraire, 
et d faudra , dans ce cas, I’augmenter de deux angles 
droite pour.avoir la longitude du nqeud ascendant. 

Lorsque les angles i et a seront connus, on aura 
la distance perihdlid pal? la fdrmule j ^ # 

' ' » . . + • 

, ■■■ . '.‘t 

2C0S^i ' ' 


On pourrait d’ailleurs da- determiner ind^peni 
de ces angl0s pax la formule . ^ ' 

nD =t (xj^—xjy-^(pcz, — x^zy-l- 

qu on obtient en ajoutant entre ej^ les trois equa- 
tions (27) apres avoir elqy 4 ..q|ift^l^nibre aucarre. 

Tome II. / 

4 
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Connaissant la distance perihelie D et le rayon vec- 
teur r, on calculera I’anomalie vraie f de la comete 
au moment de la seconde observation par Tequation 

I> 

cos*ip = -. 

On cbetchera dans la table des cometes le temps T 
qui repond a cette anomalie , et en faisant ensuite 

«=D‘.T, 

on aura le temps t employe par la comete a parcourir 
i’anomalie p. Ce temps ajoute a Tepoque de I’observa- 
tion moyenne si la comke s’avance vers son peribe- 
lie , on en etant retrancbe si elle s’en eloigne , donnera 
I’instant du passaige par le perib£iei 5 ||seramkne en- 
cofg'plwS ealculerdib&feiemten* le tbmps t 

pat la tettfulo dii «“ a 6 j Ibrre II , ^ 

t == (aD®)^ . (tang 1:^+ 1 • tang^ ^ p), (a 8 ) 

en observant d’ajouter au logarithme de t le loga- 
ritbme constant 1,76441 79 , qui est le complement de 
8,25558a I pour que le temps t soit exprime en jours 
moyens. 

Enfin , pour determiner la position du perihelie , on 
calculera d’abord la longitude beliocentrique cp de la 
comete par la formule , 

' • ' tang(p = -^, 

en aya«t §C(& dO' cboisir entre les deux angles et 

i- 
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i8o'’-f'!pj auxquelscette tangenteconvient egalement, 
f elui <jui rend sia (p de xneme signe que ^ et cos <p 
de meme signe que x. 

Ensulte , en desigaant par C la distance angulaire 
de la comke au nceud dont la longitude est a, & 
sera 1 hypotenuse d’un triangle spherique dans le- 
quel i est Tangle adjacent au cote' <p a. On aura 
done, pour la de'terminer, 


. ^ COS i ^ 


(^ 9 ) 


et la distance du pe'rihelie au nceud ascendant aug- 
mentee de la longitude de ce nceud , ou ce que les 
astronomes appellent le lieu du periMUe sur Torbite, 
sera a.-{-C -f- f' si la comete s’avance vers son peri- 
helie, ou a -f- ^ si elle Ta deja depasse. 

17- Tous les elemens de Torbite se trouveront ainsi 
determines; maiscommeonn’a employe' pour cela que 
trois observations peu distantes entre elles, et que 
d’ailleurs beaucoup de termes ont ete ne'glige's dans 
les formules pour faciliter les calculs, on ne doit re- 
garder ces e'le'mens que comme une premiere approxi- 
n-^ation , et chercher a les corriger de maniere a satis*- 
faire le plus exactement possible a Tenjsemble des 
observations connues. On a propose pour y paryepir 
plusieufs me'thodes dont Tesprit est le m&ne»,«:;mais 
qui different eu ce qu’elles emploient dive# J^iens 


; celle 
la plus 

simple , suppose que les prenuetesctlcals ont donae' 
d’une manike approche'e ladfetedee^perihelie etTini*- 


quenous allons developper, etqui nckitii|sekible 1 


4. . 
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tant du passage de la comete par ce point. II est utile 
par cette raison d’avoir le moyen de determiner ces 
deux quantites independamment des autres elemens 
de I’orbite ; c’est ce qu’on pent faire tres simplement 
de la maniere suivante. On a , n® 4> 

rdr . , 


Cette equation, en substituant pour a: , z et 

■ %! leurs valeurs n° g, donnera 


s= j*. [P , sin (A — a) + Q . cos (A — a) + H . tang J] . cos b , 


.sin( A“Q)-4-e.sin(A — a) .cos(A-a)^ . cos 5 -Qr| 


— R . e . sin (A — a). 


Si le signe de ^ est positif, la comete. s’eloigne du pe- 
ribdlie; effe cb poiial si A*e8Fune quautlte 

nregatffel' 

La Ybi^ur de ^ etant connue , on aura la distance 
perihelie D par requatibn 

D = /’ — (5o) 

On en conclura I’anomalie par Tdquation de la para- 
bole, 

I> 

cos*i('=-, 


et Ton determinera, au moyen de la table du mou- 
vement des cometes> le temps employe a ddcrire 
I’apgle V. On ajoutera ce temps a celui de I’dpoque si 
Ist Cbibete s’approcbe de son peribe'lie , ou bien onTen 
retraln^iiera si elle s’eii eloigne, et Ton aura I’instant 
du pafssi3!^'|«ir le perihelie. , 
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GHAPITRE II. 


brrectinn des Siemens de Vorbite determines par une 
premiere approximation. 

1 8 . Apres avoir developpe, avec tout le detail ne- 
sssaire, une raethode tres simple pour arriveraune 
>nnaissance approchee des elemens de I’orbite de la 
>niete^;aous allons donner le mojen de corriger ces 
semens avec tpute la precislQ^< i(jufe 1©S oiiSej‘Va^il&’ 
>mportent. a 

Pour cela , on choisira trois <3^ser]plions eloignees 
lire elles, et au moyen des elemens resultant de la 
remiere approximation, on determinera les trois 
lomalies v°, r, v' et les rayons vecteurs r, r', qui 
: rapportent respectivement a I’epoque de chaque ob- 
frvation. II suffira, pour cela, de connaltre apeupr^sla 
istance perihelie et I’instant du passage de la comete 
ar ce point, et c’est en quoi consiste le principal 
vantage de ©ette methode, qui n’emploie que 
es elemens de I’orbite pour les rectifier tous. 
gnera p^rA et V' les angles que comprenn^tifctre 
ux les rayoqs r’^, r, r', ea sorte qu’on aura — f'% 
t V'=p' — v"; el en comparant ces,, aux 

i6mes angles resultant de I'obseri^ijiieiQt directe de 
L comete, la difference sera I’^eqr due. a I’incor'* 
Bction des elemens eniployes. 


H th£orie analytique 

Les observations , il est vrai, nefont pasconnaitre 
immediatement ces angles , mais on pent les deduire 
tres aisement des donnees qu’elles fournissent. En 
efFet, on a, par chaque observation de la comete, sa 
longitude etsa latitude geocenti’iques, c’est-a-dire rela- 
tives a la Terre; on en conclura aiserri^nt, par la 
TrigQnpmetrie , ses longitudes et ses latitudes helio- 
centriques, c’est-ii-dire relatives au Soleil. Pour cela, 
designons par S le Soleil, par T la Terre et par 
C la comete , et soit C' la projection de C sur le plan 
de 1 ecliptique. Si I’on considere la pyramide triangu— 
Ipre in^rceptde entreces quatre points, on aura d’a- 
bord STC'= long, q — ^long. comete. En nommant, 
comme precedemment, b la latitude geocentrique de 
la comete, ce qui donne CTC^:=: by on en conclura 
cos CTS=<5 q^||^'[I||. eoe -diuas le 

tnangle rectiU-gne', On connait.les det^ c^te& 
T^ .= B, et. ;q|ai scwit les distances respectives 

de Terre et de la comete au Soleil ; on connait de 
plij^ dongle GTS oppose a on pourra done cal- 
cvdei^dV^glfi SCT par la formule 


sinSCT=^.sinCTS, (i) 

etl’on en coiidlura le troisieme angle GST du m^me 
triangle. 

Gela pose, nommons A la latitude et <p la longi- 
tnde heliocentrique de la comete : en considerant la 
I^mmide trianplai^eGC'ST, on aura A = CSC' et 
bdn trouvera aisement 


sin A == et 

sin CTS ’ 


cosC'ST=~~, (a) 

COS A ' / 


je* 


COS A 



f 
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L’angle C'ST elant donne par ja d§J«iere de ces for- 
mules, si Foimomme A la loagitti(k 
de la Terre , on aura 

<p = A + C'ST. (5) 

On deterniinera^ 4e cette maniere , les latitudes et 
les longitudes heliocentriqnes de la comete pour les 
trois dpoques donn^es ; voyons comment on en con- 
clura les angles V et V'. Designons par C“, C, C' les 
lleux respectifs de la comete correspondant aux trois 
observations , par C/, C^, C/, les projections de ces 
points sur I’c^cliptique , et considerons le triangle 
spli4rique forme par les deux lieqx C , C% et par 
le p^¥ de rdcliptidue.VOn connait (^ns ce , triangle 
les deux c6tes de Fangle au pole qui soqt les coipple- 
mens des latitudes heliocentriqnes C°SG“^ et CSC^ , ainsi 
que Tangle compris qui a pour mesure Tare Q’jCj de- 
ceit du centre du Soleil ; on aura done pour determi- 
ner le c6te oppose C'C, que nous designerons parU, 
la fqrmule 

e©^ icbs(^ jcos A sin A sin A® j 

de meme en supposant C^C* = U^, on aura 
cos U'=cos ((p'— i- ;<p®)'iCOS A° cos A'^^sin 

Les deux angles p et .lJ/, cfirrespotfdant cettisc que 
notts aVons\nomrae's V et V'' et que ttous i|Vpns obte- 
nus par les forniules directes idii rndipgj^nt ellip- 
tique , on aura , si les el4 mens., employe's sont 
exact?,, ■ : ■ , . ; ■ , 

, , . y fr.M :: . 



r 
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Mais, comme eleroensne sont qu’approches, ces 
'ieijuatioBs 'rfa^ii’fof pas lieu rigoureusenient, et pour 
que les valeurs de V et U , V' et \J- puissent etre egales, 
il faudra faire subir quelques corrections a ces ele- 
mens. Soient cTV, cTV^ tTU et eTU^ les variations cor- 
Ytes^nflatkes des angles V, V', U, U', on aura 

, ;.y!^ ^ u^’iu, , ' '.v'4-crv:=i]'+ cTU'. 


Vbici done deux equations au moyen desquelles 
on pourra determiner les corrections a faire a la dis- 
tance perihelie et a I’epoque du passage de la comete 
par ce point, pour, satisfaire aux observations don- 
nies’f il be s’aj^t’que de developper ces equations. 

19. Pour cela, reprenons les formules du mouve- 



Supposons que Pon fasse subir a la distance perihelie 
:et a Pinstant jdn passage par le perihelie, ddtres 
petites variations qne nons designerons par la carac- 
te'ristiquie S' , eh ditferenciant logariihmiquernent les 
formbles piF^edenteg , on trouvera - 



— 

r 





. i 

V/aD,' 


2 

a 


; isq , ^ 

' DJ • 



On aura par ces e'quations les variations du rayon 
vecteur et de Panomalie correspohda^tes a celles que 


/ 
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subissent D et t, II s’agit de determiner maintenant 
les variations qu’eprouvent simnltanernent la latitude 
li^liocentrique A et la longitude heliocentrique <p. En 
differenciant logarithmiquement I’expression de sin A 
trouvee plus haut, et en observant que les angles b et 
CTS ne vaident pas , on aura 

= tang A . cot CST . ^ . (CST) ; 

en diffe'renciant de meme Tequation ( 2 ) on trouve 

J'.(SCT)= — tangSCT.^, 

el par suite 

cT. (CST) = — J' . (SCT) = tang SCT , ^ ; 
on aura done enfin 


sTa = tang A . tang SCT . cot CST . — . 
La longitude f ddpend de la formule 


gosTSC' = 


COS CST ^ 

cosx ^ 



en differenciant logarithmiquement, on en tire 
<r . (TSCO=cotTSC' . [tangCST . cP. (CST)-tangA , cTa],- 
d’ailleurs cT. (TSC') = ; on aura done enfiia;- 

= cotTSC. (tangCST . tangSCT . — (&) 

On detenninera paries et (6) les varia- 
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lions de la latitude et de la longitude heliocentriques, 
relatives aux epoques des trois observations que Ton 
a clioisies pour corriger I’orbite. Maintenant si , pour 
faciliter le calculjie 1 angle U, on suppose un angle 
auxiliaire A de'termine par I’equation 

sin*i A = cos‘i((p — (p») . cos A- . cos A, 
ce qui donne en diffe'renciant 

<rA=— tan§iA. [tangK?>-?'‘’).(<J'ip-)'i^)4ttangA°.A<>+tangA.,tA], (g) 

on aura 

sin* i U = cos i (A H- A« + A) . cos i (a + A” — A) , 
et par suite 


<J'U=— 



tangK5i+A®4-A)(^x4.^A“4-^A) l 
+tangKA+A»-AK^4-iaVi^A)i 


En substituant 4ans cette equation pour J^A , J'A* et 
^A, leurs valeurs precedentes, on aura celle de cTU 
exprimee en fonction de cTD et de J't. On determinera 
de la mernemaniere cTV, en observant que Ton a 
cTV = cTp _ cTp", et que (Tp et J'p” sont donnees par la 
seconde des formules (o'). On aura done entre les va- 
riations cTD et J't deux Rations de cette forme : 


d’ou, en observant qu’on a ePU — cPV = V u 

dtf tire '* 

(ni — p) . cTD + (« — y) . ePte V — V.,, (e) 
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Oil trouvera une equation semblable en combinant 
la premiere observation avec la troisi^me ; on aura 
done deux equations qui ne renfermeront d’inconnues 
que les variations cTD et J'l, et qui suffiront par 
, consequent pour les determiner. Si le calcul etait 
exact , on aurait ainsi immediatement les valeurs de la 
distance perihelie et de I’epoque du passage qui sa- 
tisfont le plus exactenienl possible aux trois observa- 
tions donnees; mais comme on a neglige dans la for- 
mation de requation (e) les quantites du second ordre, 
il faudra, a I’aide des elemens corriges, recommencer 
les calculs precedens, et Ton determinera ainsi les 
carrections de ces nouveaux Clemens. Bans certains 
cas, on sera ini^me oblige de repelerune tfOisieme 
fois ces operations; mais elles n’ont rien d’embarras- 
sant , et le calcul des premieres corrections facilitera 
celui des suivantes. 

20. Quand on sera ainsi arrive a une connaissance 
suffisammeOt exacte de la distancep^rihelieetdu temps 
du passage , vijici comment on determinera avec le 
m^me degre de precision les autres elemens de I’or- 
bite. On substituera dans les Equations (a) et ( 5 ) pour 
cTr et tTD leurs valeurs resultantes des demieres ope— 
rjdkjiis, et Ton eo conclura les valeurs exactes de & 
longiwde et’de la latitude heliocentriques de la cd- 
mete pour Ids epoqura des observations donn^. ' 

Si Ton compare ensuite entre elles la pr^l^ec et 
la derniere, on aura pour determiner lUmiaaison i 
de Torbite de la comete et la longitude son nceud 
sur le plan de Tecliptique , les dewiE^^fei^ttiules 
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sin(® — 

COS l = • COS A . cos A% 

sm (^^ — ^ 

sin (tp — a) = tang A . cot i. 

Dans la. premiere de ces formules, il faut avoir soin 
de prendre Tangle p — v° denieme signe que (p — <p°, 
parce que Tinclinaison i est toujourssupposeemoindre 
que go°. La seconde donnera pour I’angle <p — a. 
deux valeurs comprises entre o et 180% et il en re- 
sultera par consequent deux valeurs de a. Pour deter- 
miner laquelle il faut choisir, on remarquera que 
par la premiere observation , on a pareillement 
sin ((p° — et) = tang A“ . cot i ; on prendra done la 
mojenne entre les valeurs cprrespoqdantes de a , et 
^;9^! dit n®'i(6,;^i o’est aij nceud 

ascendant on an noeud descendant de Torbite que cette 
longitude se rapporte. 

Le signe de (p — (p° indiquera, selon qu’il sera posi- 
tif ou negatif, si le mouvement de la comete est direct 
ou s’il est retrograde. Enfin on aura le lieu du peri- 
helie sur Torbite par laformule (29) du n° i6. ’ 

2 1 . La methode que nous venous de donner pour 
corriger, par les formules differentielles, les elemens de 
1 orbite qui resultent d’une prenJiiere approximation, 
est ti-es exacte et tres siire, mais les calculs qu’elle 
exige demandent quelque attention; cellequ’ontrouVe 
dans la Mecanique celeste a Tavantage d’etre pour 
J^^®canique, les m^mes calculs se reprodui- 
sant toujours pendant toute Toperation. Voici en quoi 
elle consiste. On suppose connus a peupres la distance 
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perihelie etl’instant du passage par ce point, et en 
partant de ces elemens et des observations , on deter- 
mine, comme on I’a vu plus haut, les differences 
d’anomalies de la premiere a la deuxierae observation, 
et de la premiere a la troisieme. SoientUet U' ces deux 
^ angles ; en les comparant aux memes differences d’a- 
nomalies que donnent immediatement les deux ele- 
mens approcbes, et que nous designons par V et V', on 
aura 

U— V = ?n, U' — V' = to'. 

On fera varier d’une tres petite quantite la distance 
perihelie , et I’on calculera les memes re'sultats dans 
cette seconde hypothese. Soient n et nl ce que devien- 
nent alors les quantile's mQtm'; enfin, ep conservant 
la distance perihelie de la premiere hypothese, on 
alterera un peu I’instant du passage au perihelie, et 
Ton calculera encore les angles TJ — V et U' — ■ V'. Dans 
cette troisieme hypothese, designons par p et p' ces 
angles, et soient u et t les nombres par lesquels il 
faudrall multiplier les deux variations supposee's dans 
la distance perihelie et dans I’instant du passage pour 
avoir les veritables , on aura les deux e'quations sui- 
vantes 

iin‘-n).u-^{m—p).t=sm, 1 

J y. 

On tirera de Ih les valeu'rs de u tt t , et I’on au#«f*ar 
consequent les corrections de la distance pll^^ie et 
de I’instant du passage de la comete eu Si 

l6s ’valeurs qui eh' resulteront pas suffi- 

salmnent exactes, on TecomnidB®ersit*nvec ces deux 
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elemens corriges les calculs precedens, et, apres 
quelques essais, on parviendrait aconnaitrela vraie 
distance pe'rihe'lie et rinstant du passage au pe'rihelie 
qui repondent aux observations donne'es. 

22. Si Ton voulait determiner I’orbite avec encore 
plus de preci$ion, au lieu d employer dans le calculdes 
corrections de la distance perihelie et de I’instant du 
passage, trois obsei'vations seulement, on choisirait, 
parmi les observations de la comete, celles que I’on 
supposerait les plus exactes , et en les comparant deux 
a deux, on formerait unsysteme d’equations semblables 
aux equations {d) ou aux equations (e). On combi- 
nerait ensuite ces equations de la maniere la plus 
avantageuse pour en tirer les valeurs des quantite's 
qui doivent servir a la correction des ele'mens de la 
premiere approximation , et Ton determinerait ainsi 
Torllite qui^ satislait Je plus exactement possible a 
fensetnble des observations connues de la comke. 

11 petit arriver dans certains cas que, malgre les 
piecautions que nous venous d’indiquer, I’orbite cor- 
rigee ne represente qu assez .imparfaitement encore 
les resultats de Fobservation; c’est qu’alors sans doute 
de mouvement de la comete n’a pas lieu dans uue 
parabola, comme nous I’avons suppose, et que son 
orbite est elliptique ou hyperbolique. Cette der- 
niere espece d’orbites interesse peu I’Astronomie. 
Quant aux e'lemens de I’orbite elliptique, on pent 
les de'terminerpar une methode d’approximatiqnsem- 
blable a celle du n° 21 , loraqu’on a determine par les 
^^tbodes precedentes la parabole qui reprdsente a 
a p$u pres le mouvement de la comete. Pour cela, 
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on chriisit quatre observations exactes qni embrasserit 
toute la partie visible de I’orbite , et 1 on calcule les 
angles V et U relatifs a ces observations dans quatre 
hypotheses, d’abord en employ ant les elemens appro- 
ches de Forbile parabolique, ensuite en faisant varier 
^ la distance perihelie ; troisiemement en changeantseu- 
lement rinstant du passage, et enfin, en conservant 
la distance perihelie et Tinstant du passage de la pre- 
miere hypothese et en supposant une orbe elliptiquc 
ires allongee , en sorte que la difference i e de son 
excentricite a 1 unite soit une tres petite fraction. Les 
formules dun° 26, liv. II, serviront, dans ce cas, a de- 
terminer le rayon vecteur r et 1 anomalie correspon- 
dans a chaque observation. Cela pose, en nommant 
respectivement s les nombres par lesqtiels il 

faut multiplier les variations supposees dans la dis- 
tance perihelie dans I’instant du passage , et la quan- 
tite I — pour avoir leui'S veritables valeurs , on 
formera trois equations setnblables aux equations (^d) 
qui renfermeront chacune ces trois inconnues , et qui 
serviront a les determiner. 

Nous ne faisons qu’indiquer ici cette methode, 
parce que les resultats qu’elle donne laisseront tou— 
jours beaucoup d’incertitude sur la duree de la revo- 
lution de lacomete qui est sur tout importante a c#n- 
naitre, et que le seul moyen certain dela de'terminer 
est d’attendre que Ton -ait observe un nouveau p«ge 
de cet astre a son perihelie. 

Pour faciliterTusage des methodes que venous 
d’exposer, nous allons en faire Tappl^on a deux 
cometes, dont Tapparition a longue pour 
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fournir un nombre d’observations suffisaat a la de- 
termination exacle de leurs orbites. 

Determination de Vorbite de la comete de 1824, 

25. Parmijes observations connues’de cette comete, 
nous avons cboisi les suivantes. Les epocjues sont 
evaluees en temps moyen a Paris, compte de minuit. 

Aout. Longitudes observees. Latitudes observe'es. 

16^ 95308, a ” oZ'f 27' 12'', 55® 19' B. 

22,90155, a 23o.3i.53, 557.42.22, 

28,87972, 224. 6.5o,, 59.33.58. 

On a calcule' au moyen des tables du Soleil la longi- 
tude et le rayon vecteur de cet astre pour I’epoque 
de Tobservation da 22 aotil , et Ton a eu 

lOhg. du 0-f- i8o“, log-P-, 

A.329058'57", 0.0046529. 

Ensuite, pour faire usage de la me'thode exposee n* 5, 
et avoir des observations e'quidislantes, on a deter- 
mine la longitude et la latitude de la comete pour 
lepoque du 28“‘‘,86998, au moyen de la formule 
d’interpolation connue 

^ = (^ f />)C«+p) _ ^ p { n ~ p ) yjm - j ,) 

dans laquclle a , a! sont trois longitudes ou trois 
obsei-vees aux temps t — w2, t+n res- 
pec&vejpent, et s la longitude oq la latitude corres- 
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pondante a un temps quelconque t +/? intermediaire 
entre ceux-la. 

On a trouve ainsi, en employant les trois observa- 
tions precedentes, 

Aout. Longitude interpolcc. Latitude interpolee. 

' 28.86998, a' 224“7'6% U 59°55'49". 

Au moyen de ces valeurs et de celles que renferme le 
premier tableau , on aura les suivantes 

6 = 5 ’, 96845, A — a®= 92° 1 1' 25 ", 

A — « = 99. 7. 4, 

A — ^z'=io 5 . 3 i. 5 r. 

Au logarithme de fl on ajoutera le logarithme cons- 
tant 8.2555821 , ce quidonne 

log. 0 =,9.01 14437. 

Cela pose, on commencera par calculer les trois 
quantites C® , C et C' au moyen des formules (C), n° 5 . 


6ri aura d’abord 


sin(A — aJ ). . .9.9838575 

sin(A— a) . . Lg . 9944776 

tang . .0. 1992660 

tang 0.2309548* 

0 . i83i235 

0.2254524 

nombres + 1.5244*85 

■ .■+-i'.i |^85 


C*aia:*a*-^>rf 5599 i. 


On trouyerait de la meme mapiere , 
Tomb H. 
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€ = 0 . 307764 , C= — o.i 53602 . 

A I’aide de ces valeurs, oa formera celles des quantites 
P, Q, H, qu’on calculera par les formules du n® 9 j 
oa aui’a d’abord 

— = 16.908250, 

et ensuite 


log C“. . .9.1930996 log C' 9. 1865969 

sm(A-a'’). . .9.9996826 siu(A-a'). . .9.9858573 

log . . . . 1 . 2280986 log. • . 1 . 2280986 

0.4208808 0.3983528 

nomb. — 2 . 6356 o 8 +2.502577 

+ 2.502577 

P =: — o.i3325i. 


On calculera de nw^nie les quantites Q et H, et Ton aura 
— 0 .i 3325 i, Qk; — 0.594359, H=o. 607135. 


Les quantites — j— — et esin (A — <w) se determineront 

par la me'thode exposee n" 8 , et cos c par I’e'quation 
cos.<? =r — cos (A, — <2) , cos Op aura ainsi 

i-T — ‘ ^ ' * 

— =0.909249, e^in(A-fl))=-o,oi28622> cos c... 8.9276863; 


( 18 ) et ( 1 . 9 ) deYiendront en y 

rftpqptice^valeurs 



(0.489389) + if + Cj“ 


a. . *0. 171 iSg 

h- , .0.124153 
e, . , 3 i?.;§§ 98 i 3 . 
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Pour r^soudre ces equations, on fera sur les valeurs 
de; p et de rune premiere hjpothese, dans laquelle on 
sera dirigepar les remarques du n° 7 ; on substiluera 
ensuite r-f-cTr et f + dans les equations prece- 
dentes', et en negligeant les carres des corrections 
tres petites tTr et cT f, on aura entre ces quantites deux 
equations du premier degre qui serviront a les deter- 
miner j on parviendra ainsi, apres quelques essais, aux 
yraies valeurs de r et de />. On a trouve de cette maniere 

r= 1 . 226585 , 

/' = o. 785761, 

d’ouronaconclu, au moyen de la formule du n® 17, 

s= — o . 5655 § 2 . 

Cette yaleur etant negatiye, ils’ensuit que le 22 aoutla 
comete n’ayaitpas encore atteint son perihelie. II en 
resulte pour la distance perihelie 

D = r — = 1 .066610, 

ce qui donne pour I’anomalie correspondante h I’ob- 
servation moyenne 

cos4 1' = j = 9 . 9398039 , 
et par consequent p = 42“ 20' 32 *. 

On trouyera par la table des com^tes ou par^fl lor- 
mule (28) que le nonibre de jours que mqt j^ Comete 
h decrire cet angle est de 66,8269, et ce teiiips ajoute 
a I’epoque de I’observation mpyf3Ma8|f^donnera pour 
I’instant du passage au perihelfej^^^t. 28', 7284* 

5 .., 
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Connaissant ainsi a peu pi’es la distance perihelie e t 
I’instantdii passage dela comete en ce point, on pourra 
s’occuper imrne'diatement de la recherche de sa veri- 
table orhite, par les methodas des 19 et 21. 

Determination de Vorbite de la seconde comete 
de iSoS. 

24 • Nous nous proposons de calculer I’orbite de cette 
comete en employant trois observations separe'es par 
des intervalles de temps inegaux , afin de donner un 
exemple de I’emploi des formulas contenues dans 
le n® i 4 ' Nous avons choisi la comke de i 8 o 5 , parce 
que son orbite a deja ete calculee par plusieurs 
autres methodes , et qu’en comparant leurs re'sultats 
aux notres, on pourra mieux juger du degrd de pre'ci- 
sion duquel nous atteindrons. 

Voici trois observations de cefte comete, corrige'es 
de I’aberration et de la parallaxe , et evalue'es en temps 
moyen compte de minuit a Paris : 

Epoques. ’ • Lotigit. observc'cs. Laiit. obscrvces. 

Novemb. 25^'3224i «®.24“4 i' 4" b°.2f35'55'' 
SOjSiogS a. 15.59.40 ^.ig.25.28 

Decemb. 5,29581 a'. 2. 7.1 1 b'. 3.20.45. 

Les tables de Delambre ont donne la longitude et 
I’e rayon vecteur du Soleil correspondant a I’observa- 
tlon moyenne, et Ton a trouve 

, lieu du 0 + i8o®, log. R, . 
A. 68 ° 25 ' 4 i", 9.9956675. 
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Danscet exemple, ona 6 = 7 . 18854 , 9 '= 4 * 7 ^ 4 S 6 , 
en ajoutant aux logarithmes de ces quantites, le 
logarithme constant 8.2355821 , on forme les sui- 
vantes : 

log.fi =; 9 . 0922228 , log . fi" =log . = 9 . 0 1 27696 , 
log.fi' = 8. 91 5451 4, log.fi",= log. = 8.3154287. 

Si au logarithme de 6' — 0 on ajoute le logarithme 
constant 3 . 55 oo 073 ,iOnaura I’arc correspondant du 
moyen mouvement du Soleil exprime en secondes ; 

on trouve ainsi — y- == — 4?^ “■ joignant 

cette valeur aux quantites renfermees dans le tableau 
pre'cedent’, et enfaisant, pour.abregery A.+ |6",=A„ 
on formera l,es suivantes : 

A-a'’,..43°44'37", A,-a°...42“67' i4", a®-a... 9° i'24.", 
A.-a....52.46.' I, A.-a--- -51.58.38, a-a'. . . iS.Sz.zg, 
A-a'i. .66.18.30, A,-a'. . .65.3i . 7, a°-a'. . .22.33. 53. 

Cela pose, on commencefa par Chlculer Ids trois 
quantite's C“., C,, C',, coppie nous I’avons expliqud 
n° i5, c’est-a-dire au moyen des formules (C), dans 
lesquelles on changera simplement A en A, ; on trou- 
vera ainsi .. ' : . ’ 

C° 1=0.2, 748775 , C,=-o.452444ij ^J*?T5d“^T^^:5^o55 

d’ou lOn conclura ... 
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La quantite D se calcule par la forroule (D), et Ton 
trouve 

0 = 0. 0046390. 

Si ron substitue ces valeurs dans les equations (aS), 
on aura 

I*/=— 2 . 5 14020, Q/=— 4.026275, H=— 5 . 6 o 5652 ,- 

on forme d’ailleurs aisement les quantiles suivantes 
qui entrent dans les equations (a) et (S), n" 14, 

—^== 1. 014545, e sin (A— ft)) •=o.oo86865 
(2R cos c)=— 1. 124717. 

Au hioyen de ces valeurs , les deux Equations k re- 
soudre pour la solution du* p¥6M:Siil4 i^Yiendront 

7 ^,=® (%97i.25S)-t-<Vt'247i7).f4-f% ■ ■■ ' 

- (o-5a46883)'^ ( 2 . 5 ^ 646 ). f-f^(i7.283o54).y*, 

d’oii Ton tiro, apr^ quelques essais , 
r== 1.048785, '■ 

f =i: 0, 

Les formules (20) donneront ensuite 

T.n 45 i 56 , o. 43 ot 55 , ' 

^ _ o . 078599 , jr, = 1 . 2.56774, , 

z= 0.054812, 2, = — 0.377454, 

d’ou Ton conclura 
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log . (xfj — X^j) =0.1071562, 
log • = 8.1487651, 

log.(x;s — xz^ = 9.5792535. 


Le signe de la quantltea:^^ — positif, on 

eu conclut d’abord qne le mouvement de la comfete 
est direct. Sil’on nomme a la longitude de son noeud 
et i I’inclinaison de son orbite sur I’ecliptique , on 
aura 


tang a = “ 8.5695048 , 

ce qui donne a = 2° 7' 5 1 ", ou bien a = i82"7'3i''; 
on trouvera ensuite 


. . xa, K’p. y. .,.'1 y'":', 


etcomme tang i doit toujonrs etre une quantite po- 
sitive, on. aura 


1;S=S 16 ° 3l' 45 % « = i82!° 7' 5i', 


et a 16, la longitude dii noiSud ascendant 

de rotfbitd sur le pl^n .fe l*dcliptiqtie. tia distance 
p^rihSlie se determinera par la formule . 






En calfcniaftt directeitieM cette valetaw paE ksfewaule 
{5o), on a tronve D=o.89i'i2i,-iya!4t®®^^ 

.trfe pen du pre'cedent.- .vauS^ic-- * 

Dela on conclut ranonaalie eidhiiB^Oiadaiiie k Tdb- 
servation mojenne par la formule 1 ' ^ 
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cos* 7 1' = y = 9 . 9290507 , 
ce qui donue v = 45 “ 37' < 

Le temps que la comete emploie a decrire cette 
aaomalie se determine par la formule 

t = (203)“ . (tangi + j . tang 3 i (-). [i . 76441 79]. 

En substituant pour D et p leurs valeurs , on trouve 

( 20^)3 . . . , o . 0754208 
tang-j-p... 9.6238958 
I .7644179 

1 .4637325 29^,08924 

■jtang*}^... 8.7706663 

0.2345988..... 1,71532 
' t. .. . 5 o. 80456. 

Le temps t est I’intervalle qui s’ecoule entre Tins— 
taut de I’observation mojenne et celui du passage de 
la comete au perihelie. Pour savoir quelle est celle des 
deux qpoigaes qui a prece'de I’autre, il faut calculeY la. 
quantite j ou. seulejn^nt determiner.* s^^ pax* 

la formule * " 

..-S' + ZZ/- 

Ici s est negatif, et il en resulte par consequent quo 
^jo@met3d sWaacdi xers .sou perihelie. Eu' ajbutant 
dp^dla il’^poqtiej'die', V-observatiou*^ Ihoyenne., c’est-a— 
direau ^o, 5 iogS novembre, rirtteiValle de 5 oiiy 8 o 456 ., 
o|t;|t 4 r§|^i^rf 9 iu»'l’inatant .du passage au perihelie, le 
3 i, 3 i 55 r decembre. : • ^ - rr ' ; ■ 
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Determinons enfin la position du perihelie sur 1 or- 
bite ; on aura 

tang <p ='^ = — (8.8761980) , 

« d’oii Ton conclut, n’ 16 , 

<p= 555°^i'5g" •, 

on aura ensuite « 

^ = - ( 9 -“' 5994 ' 5 ), 

ce (jui doane (t = lyS® i8^, et I’on aura^ par conse- 
quent^ pour le lieu du perihelie sur 1 orhite 

En reunissaut les diverses quantites que nous 
venons de trouver^ et ajoutant 68'"25'4i^ 
Tangle A , a la longitude du noeud et a celle du peri- 
helie, pour que ces longitudes soient rapportees 
comme a Tordinaire a la ligne des equinoxes, on 
aura, pour les elexnens de lorbite , 

Passage au perihelie... . decembr. 3 i55i , 


Distance perihelie 0.891 1.22, 

Lieu du noeud ascendant 25o°53^ 12 , 

Inclinaison 1 6 . s3 1 . 4^; 


Lie^ du iperihflie. 109. 28^44i 
Sens du mouvement direct. * ^ 
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Rectification des e'lemens de I’orbite de la cometfi 
de 1824 . 

25. Nous nous proposons maintenant d’appliquer 
la cometede 1824) la methode que nous avons donnoo 
pour arriver a une connaissance exacte des elemens 
de I’orbite d’une comete, lorsqu’on connait a peu pr^s 
la distance perihelie et le temps du passage au peri— 
belie. 

Nous avons choisi , pour corriger ces deux elemens, 
les trois observations suivantes : 

Epogacs. Longifudes obscrvecs. Latitudes obscrvces . 

Aout, ... 4'9275 a’’ 252° 52' 25" ^*48° y'So", 

52 , 95 i 4 a. 230.54.49 ^•'§7.44. 23 , 

Septembr. f^gioo dy^i 5 . 4.S4 A' 61. 4.20. 

Les lieux du, .Soleil correspondaut aux inem.es- 
;^oques et calculus par les tables de Delambre don— 
nent 

Longitude o • log. R. 

i'52°-2\' 55" • Oi 0060678 

j49*4i«3o •••■ 010046284 
• i 6 r=.i 5 . 54 - '-’r 0.0033786. 

Supposons que.par les premiers essaisi on aif trouve 
poui la distance perihelie i i 04598 et .'pOur I’epoque 
du passage le 28 “^ 5 i 55 ; calculons avec ces el^- 
mens approche's les angles U, V, U' et V' par- 
la methode exposee n° 18. Voici le detail de ce 
calcul : 
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Pas. pdr. sept. 28 , 3 1 53 . 

1.7356016 4 ;°=: 

=68“ 3o' i3"8 

■L 

Ep. don. aout. 4? 9^7^ 

0.0291361 COS 1^1 

P'®. 9.9407663 

«.= 54/,3878 T.. 

I .7063664 


T=: 

5o/,8588 


D. . . . 0 .0194234 

, long. 0 . 

.. i 32“2 i' 58" 

9.8816106 

long. comet. 262.32.28 

r^... 0.1379128 

61ong. C'TS=i2^io'3o'' 

cosC'TS.. 9.7012595 
cos b °.. . . 9 . 8244^^3 

* 


cosCTS.. 9.5267158 

GTS.. 

1 09“ 36' 1 4" 

sin GTS. , 9 . 9740669 

SCT.. 

44- 3.27 

R® . . . . 0.0060678 


.i53“39'4i" 

I :r°. . . . 9.8620872 

GST.. 

26° 20' ig"’ 

sinSCT. . 9.8422219 

sin GST. . 9.6470662 

sin 6°. 9.8719247 
iIsinGTS. 0.0269331 

i 


sin A®.. 9.5449^^30 

cosGST.. 9,9623989 

lat. helio. A°.. 

20*^ 3 1' 46^^ 

cos A®.. 9.9716041 

eommut. G'ST. 

i6‘>52'i5" 

cosC'ST.. 9.9808948 

long. delaTer. 

3 I 2 . 2 1 . 68 


long, helio. 1?“ . 295® 29' 4^" 


Nous venous de determiner, par ce calcul, 
malie, la longitude et la latitT|i|iil.e heliocentriques de 
la comete relatives k rinstgint,4®5 ^^^(sertflrtipn du 
4 ao^it; en r^petant les m^es operati^^,.. par 
rapport* aux tipoques'du 22 aout et du S fi^temlire , 
on parviepdra aux resuUats suj-vapf^jjjjr). 
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58°3 o ^ i 3"8, 4 ^° 56 'i 7 ^ 3 , v' = So^ig'ao^S, 

(^o = 295.29.43 , <p=: 306.59.52, (p' = 3i8.i3. 4, 

A°= 20.31.46, A= 31.45.33, ;c'= 4 <^*i 4 * 45 * 

Ces valeurs donneront , en comparant les deux der— 
nieres observations a celle du 4 aout. 


= i5^ 33' 39 ^' , (p ~r = 1 1" 3o' 9 ^', 
— p '=28. 10.54 , <P^ — <p^ = 22.45.21, 


et au nioyen de la formule ( 4 ) ; on en conclura 


cos(<p— 9.9911888 

cosA°.. g. 97 i 5 o 4 i 
cos A... 9.9295557 

9,8922488 
nomb. -j“0. 780277 


siaA®. . 9.5449^30 
slnA.. 9.7212730 

9,2661960 

+ 0.184585 


+0.780277 
cosXJ + 0.964862 


On aura done 


log. 9.984465i;&. 


U. . . i5° 14 ' 2 " 

V. . . i5.33.59 

V — U. . . 19 ^ 37 " m. . . 4 - 1177 ". 

Ou. tromyei^ftit de meme 

U',.. •2^»38' 16 " ■ ' - 

, ‘ V'. .• . 28, 10. 54 ■ 

V'— u'". . ’-^yss" .to'. . . -f. iqss'’':' 

26. Supposonsraaintenari^ que I’onfasse viarier d’une 
petite quantite la distance perilielie et I’instant <ixi 
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passage, et determinons les variations correspon- 
dantes des angles U, V , U', V'. Les calculs qui ont 
servi a former ces angles fourniront toutes les 
donnees ne'cessaires a cette nouvelle recherche. On 
aura d’abord par la seconde des formules (o') , 

= (2718"). tTi; — (2i2oS7").<rD, 

=: (35i3").crf — (i8325o").crD, 

Sv ' = (4069") . H — (142464") • , 

et par la premiere des memes formules , en conver- 
tissant tous les termes en secondes, 

^ = (i 522 ")*J'^ + (7647*^* 

^ = (i382").cr« + (i25i65").J'D, 

^ = (iio3").J'« + (i5864o").crD. 

La formule («) donnera ensuite 

=.(0.73191). -7s-, 

J^A = (i.i835 

= (1.4448 

et par la formule (b) , on aura 

cTip” = — (0.67584).^, , . 

= — (1.1059 ' 

^(p' = — (i . 2466 ).y . , 
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Par la formula {b), on formera les variations des 
angles auxiliaires A et A'; on trouvera ainsi 

J-A = - (0.660.8).$-' - (...9879). 

JA' = — (0.60734).$ — (1.44098). 

En substituant ces valeurs, ainsi que celles de 
cTA", cTa, cTa' dans la formule (c), et en rempla- 

cant ensuite ^ ^ par leurs valeurs , on trou- 
vera 

J'U = — ( + ( 8759"). cTD, 

— (68").erj{ + (iSoaS'O-cTD. 

Les valeurs de A, donnent d’ailleurs 

J'V (28817'). cTD, 

d^V'= — (i35i').cC« — (69603'O.J'D. 

On aura done enfin, pour de'terminer les variations 
cTt et cTD, les deux e'quations, suivantes : 

795. iTt + 57576.6^0 = 1177, 
la'sS.cTt + 82628.6^0 = 1958, 

d’ou Ton tire 

cf'D = 0.002460, = -p- 1.3676. 

On trouve, par conse'quent , pour la distance p^ri- 
Idlie et pour FiHs}t»|: du passage de la com^te par 
point, d’apres ces premieres corrections, 

.04844) inst. du pass. sept. 29', 6829. 
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Avec ces nouveaux elemens, bn rccommencera 
les calculs pi’ecedens, etl’on arrivera bientbt aux va^ 
leurs de D et de t qui satisfont le plus exactement 
possible aux trois observations donnees. 

27. Pour montrer comment on procederait a la cor- 
^ rection des eletnens de I’orbite par la methode des 
variations determinees, exposee n°2i, reprenons 
les trois observations du n° 25 , et apres avoir cal- 
cule les angles U, V, U', "S' avec les valeurs que 
nous avons supposees a la distance perihelie et a 
I’instant du passage, nommons m et ml les diffe- 
rences V — ' U et V' — U' ; on aura , par ce qui pre- 
cede , 

/w 1 177*, 1958*. 

Faisons subir maintenant une legbre variation a la 
distance perihelie , sans alterer I’epoque du passage. 
Supposons, par exemple, 

0=1.00598, inst. du pass. sept. 2 &, 5 i 55 . 

En calculant de nouveau, avec ces donnees, les 
angles U, V , U', Y', on trouve 

U=i 5 °io' 5 i", U' = 27* 35 ' 51", 

V = i 5 . 5 o. 4 o , V' = 28.55.52, 

V— V'— u'= i»22' i’. 

= 4- ^589" ra' = -f- 4921". - 

Faisons varier enfin I’instant du passage, en cbnser- 
vant la distance perihelie emplojee dans fci' pre- 
miere operation ; supposons par exemjjle;# 

D = 1.04598, inst. du pass. sept. 29’,5i53, 
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,En recommencant avec ces donnees les calculs prece- 
dens, on trouvera 

U. .. i5»i4' o' 13'... 27“ 36' 36' 

V. .. i5.2o.23 V'... 27.48.22 

V— uT. 6 ' 23 ' V'—U^T 1 1' 46" 

p = + 385', p'= + 706'. 

An moyen des valeurs de m , m', n , n', p et p'y 
on formera les suivantes : 

771—72=- 1 2 1 2", 7n-j)=+794", 7n'-72'=- 2963", j7i'-p '=-\- 1 zSz", 
et Ton aura a resoudre ces deux equations 

— 1212. M 4- 794-^ = '^'^11 7 

— 2963. « + I 252 .Z = ig 58, 

d’od Ton tire 

M = — 0.097040', < = -j- 1,33423, 

En muitipliant respectivement , par ces deux quan- 
tite's, les variations — 0.04 et + P, que nous avons 
suppose'es a la distance pe'rihe'lie et a I’epoque du 
passage , on aura , pour les variations ve'ritables de 
ces elemens, 

cTD = 4-0.0038816, = 4- 1^,55423 , 

d’ou Ton conclura, pour la distance pe'rihelie et 
I’instant du passage auperihelie corriges, 

D = 1 , 049862 , inst. du pass, sept, 29', 6498. 

En calculant avec ces demens les angles U, V, U', V', 
on aura 
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u... i5°i4'44", U'... 27“ 37 ' 44", 

V... i 5 .i 4 «io, V^... 27.36.26, . 

u— V... “ i' 18". 

On ferait disparaitre entierement ces difTerences, en 
’ augmentant un pen la disftance perihelie et en avaU" 
cant I’epoque du passage; mais comme elles ne s’e- 
levent guere a plus d’une minute, nous ne pous- 
serons pas plus loin cette recherche, et nous deter- 
minerons, d’apres la distance perihelie et I’instant 
du passage precedent, tons les elemens de I’orbite. 
Le calcul que nous venons de faire des angles U V 
U',V'adonne ‘ ' « ' > 


59“ 1 5 ' 3 o" 
A®=: 21 . 0 . 3 
(p°= 2 g 5 . 3.32 


— 44** 20" 

A= 32 .3i . 9 
ip=5o6. 16.47 


5 i’ 5 g' 4" 
41. 5 . 4 
l<p'=5ij.2g. I. 


En combinant entre elles les valeurs qui se rappor- 
tenl a la premiere et a la derniere observation , parce 
que ce sont celles qui donnent aux numerateurs et 
aux denominateurs des formules du n° 20, les plus 
grands nombres et dont on doit attendre, par con- 
sequent , le plus d’exactitude , on trouve 


1 = 34’' 56' 6", « = 279'’ 1 3' 44". 

I est I’inclinaison de I’orbite, et le mouvement de la 
comete etant direct, a est la longitude du noeud 
ascendant. En nommantcr la distance de k comke a 
ce noeud, a Fepoque de la premiere dfervation, on 
trouve park formule (29), n° 16; 

Tome IL 


6 
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^ = 26” 4 ' 45 ", 

d’oii Ton conclura, pour le lieu du pe'nhelie sur 
I’orbite , 

_p. (jr a, “ 4 ° ^ 5 ^ Bg" . 

Les elemens de I’orbite de la comete dc 1824 seront' 
done 

Passage au perihelie , septembre. . - 

Distance perihelie 1.049862 

Lieu du perihelie sur Torbite 4 ^* 5 ^ "^9 

Longitude du nceud ascendant. . . • 
luclinaison de Forbite. . 54 - 56 . 6. 


Sens du mommnent direct. 
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CHAPITRE III. 




Perturbations du mouvement elliptiqiie des Cometes. 

28. Les cometes sont, commeles planetes, assujet- 
ties a des perturbations qiii alterent leur mouvement 
elliptique autour du Soleil, et qui font varier par de- 
gre's les ele'mens de leum orbites. Ces perturbations 
sont en general beaucoup plus considerables pour les 
comkes que pour les planetes, et elles sontsurtout 
sensibles dans la duree des revolutions. Leur deter- 
mirtation dolt dependre evidemment des m^mes prin- 
cipes que celle des inegalite's planetalres , puisqu’elles 
derivent de la m^me cause, et la methode exposee 
n° i3, livre 11, qui consiste a exprimer refifet des 
forces perturbatrices par la vai’iation des constantes 
arbitraii’es qui entrent dans les formules du mouve- 
ment elliptique, parait etre encore dans cette question 
la plus appropriee k la nature du probleme. On de- 
termine, en effet, tres simplement de cette mamkre 
les variations diffe'rentielles de chacun des Admens 
de I’orblte, et il ne s’agit plus que d’integreif oes for- 
-mules pour avoir tous les elemens du wfouvement 
de la comete dans son orbite troublfei iMalheureu- 
■sement cette integration preset®’ de grandes diffi- 

6 .. 


✓ 

r-' 
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caltes. Les excentricites des orLites des cometes etant 
en general tres considerables, et leurs inclinaisoas 
arecliptique variant a I’infini, il n’eSt plus possible 
de de'vel^pper la fonction perturbatrice en se'rie coii— 
vergente ordonnee par rapport aux puissances as — 
cendantes de ces quantites , et il faut renoncer j I’a — 
vantage d’ avoir, pour determiner les inegalites des 
cometes, des formules qui, comme celles des per- 
turbations plane'taires, enibrassent un nombre inde— 
fini de leurs revolutions et ne demandent que des 
substitutions numeriques pour donner les resullats 
cberche's. Pour inte'grer les formules differentielles 
des elemens de I’orbite troublee, on est oblige' ici de 
recourir aux me'thodes d’approximation connues sons 
le nom de quadratures mecaniques. Ces methodes 
consistent a partager la qourbe decrite par la comete 
en portions trfepetites, par rapport auxquelles orx 
determine les alterations produites par les forces |)er— 
turbatrices sur cbacun des ele'mens de Torbite; diffe— 
rentes formules donnent ensuite le mojen d’eo. 
conclure les variations totales de ces elemens dai»s 
I’intervalle compris entre les deux extremites de Pare 
de trajectoire que Ton a considcre. On pent de'termi — 
ner de cette maniere les alterations des elemens <1© 
Torbite elliptique pendant une re'volution entiere d.© 
la comete, e’est-a-dire dans I’espace de temps qtax 
s’ecoule entre deux passages de cet astre au perihe — 
lie; mais les calculs que cette nie'thode exige dans les 
applications sontiramenses, et il convient de les res— ■ 
treindre autant que possible, pour eviter tout tra — 
rail inutile au calculateur. C’est ce qu’on pent fair© 
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tres simplement lorsque la comete^est dans la partie 
Superieure de son orbite , et que sa distance au Soleil 
devient trk grande, relativement a celle de laplanete 
perturbatrice au riieme astre. La fonclion dont les per- 
turbations dependent pent, dans ce cas, se developper 
en serie ordonnee par rapport aux puissances descen- 
dantes de cette distance , et les expressions diffe'ren- 
tiblLes des alterations des ele'mens elliptiques se par- 
tagent alors en deux parties dont Tune est inte'grale 
par elle-meme, et dont I’autre, beaucoup moins con- 
siderable que la premiere , peut se d^erminer par 
des approximations successives , aussi exactement que 
I’onveut., 

La thdbi'ie des pertur^tions des cooietes p^t done 
^trje regardee comme complete, et les travaux de 
Lagrange sur ce sujet, exposes dans un beau Memoire 
qfli I’emporta le prix propose par I’Academie des 
Sciences, en lydo , n’ont presque rien laisse. a faire a 
ses succcsseurs. Sans doute onpourrait desirer, pour 
det^rmipeir, CC5 perturbations, line metbode dont Tap- 
plication numerique fdt plus simple ; mais, par la na- 
ture ni^me des difficulte's que presente la question, il 
me parait douteux qu’on y parvienne, et il est probable 
que long-temps encore ce sera a la patience du cai% 
culateur a supplee^ sur ce point aux imperfections 
de Tanalyse. * 

Nous pi’esenterons, dans ce chapitre, leg expres- 
sions diffe'rentielles des elemens de Torbite* ffoublee 
des cometes , sous la forme particuliere qill convient 
de leur donner, pour faciliter Tapplication de la 
' metbode des quadratures mecapiques a leur integra- 
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tion. Nous develo^perons ensuite ces formules pour 
le cas on la comete est dans la partie superieure do 
son orbite , et en considerant les termes de ces ex- 
pressions qui peuvent s’integrer rigoureusement , 
nous donnerons des formules analjtiques qui expri- 
meront , sous forme finie , la partie la plus conside- 
rable des perturbations. Nous exposerons enfin le 
moyen de determiner par approximation Tautre 
partie avec toute la precision de'sirable, Dans le cha- 
pitre suivant. nous pi'esenterons , avec aiitant de de- 
tails que le ^rmettront les bornes de cet oiivrage , 
I’appJication de ces formules aux trois comfetes donl 
le retour pe'riodique est maintenant constate. 

29. Soient /» la masse de la comete .rj z scs 
coordonne'es rectangulaires rapportees au centre du 
S'dteil doM lai feasse est rtejii’^seiside par M j soient 
cboMonbiees db la piknfete pertWbftnce 
m'f ra|)pwleOT atix memes axfes et a 4fa m’eine origin© 
que les premieres.. Si Toa designe par r et r' leg 
rajons vecteurs de m et de m', et gue pour abr<f- 
ger on fasse 


r = (x' — a?)* -f- (7'— jr)* 4- (2' z)* 




les trois equations diffei’entiellfss du, mouyemeut d© 
7 n autour de M, en negligeant, pour plus de sim- 
plicity , la masse de la coriike devant celle du SoleU 
prise pOur unite, ce qui suppose !=i, seront. 
a* 8, Iwell, 
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tJV , X 

, y, 

FF+'F- 

d^z , z 
di^- 


dx’ 

dy’ 
dK 
' dz’ 


w 


Lorsque R est nul, bu lorsqu’on fait abstraction 
des forces perturbatrices, ces equations soni celles 
du mouvenient elliptique : nous avons' deyeloppe 
leurs integrales completes dans le ckap^lllV du ^ivm 
cite. ^ 

Snppospns done que cc,y^& soient les trois coor- 
donnees de la comete dans I’orbite elliptique, et 
X 4- S'da , y-{- ciy ,, z -h cTz , ce que devientife'iat ' ces 
valenrs dans I’orbite troublee, S'X, (Sy et cfz etant 
de tres petites quantiles de I’ordre des forces pertur- 
batrices ; en substituant x-\~c^'x, z+J'z , 

a la place de x, j, % dans les equations precederites, 
et'n^^igeant} eotnuae on le fait ordinaireinentdans 
tb^eprie’deS CQnieteS;, les t^riups du. second ordre 
par rapport a rri , on aura 


dt'^ 
d’^jz 
de 


4 -.^, 


Zxh' dR 

dx ^ 

ZjS'r eZR 

Zz^r 4 ^ 

ir 




, .... 

• -.'b " • ' 

lies <i@inne-. 


Si ces equatioi® dtaient integrabl^r Su 
raient iminediateraent les valeurs deS/^riations d'a?, 
jy et J'Zj, et en les joigutoifc: aiiw valeurs destrok 
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cooi’donnees jr, z relatives au mouvement ellip- 
tlque, on pourrait determiner -a chaque instant le 
lieu de la comete dans son orbit, e trouble'e. 

On pent satisfaire aux equations (B) dans deux cas 
qu’il convient d’examiner, parce qu’il en resullera 
des considerations qui lious seront utiles dans la suite. ' 
Supppsonp d’abord que la comete s’approche beau- 
coup d'u Soleil; les coordonne'es a? , 7-, z deviennen| 

alors.tres petites ^ ainsi que Jes quantite's ^ : 

‘ ^ clx ^ dy ^ dz^ 

en efifet> en|P^eloppant on a . 

R = m! .(l ^ I 

\r 2 

d’ou Ton voit que si Ton suppose que .r, jr, z soient 
V de I’oEdre m', les trois difFerentielles partielles de R 
seSGptt de.l’opdpedu c^rd des forces, perturbatrices, 
etles.jdtera1^oqs qui en resulteront seront inseusibles. 

:®st'.'pei’'Misi, par consequent, de supposer nuls les 
seconds membres des equations (A) , d’autant plus 

que dans ce cSs les termes ^ A deviennent 

tres grands- Le mouvement pent done etre alors re- 
garde commeelliptique, et fen satisfait en effet aux 
equations (B)| en >y faisant jy et cTz e'gaux a 
ze'ro. J 

Concevonsimaintenant la comete dans la partie 
opposee de sdn orbite, et supposons que son rayon 
vecteur r devienne tres grand relativement au rayon 
veoteatt^. / de la planete perturl)a trice. On pourra 
deVel<^pper R en suite convergente par rapport aux 
puis^tt<fes descendantes de r, on aura ainsi 


* l*'^ 2 * Gtc»J I 
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R=m'.Q+(xj?'+j/+Z3')(^p-— ^ 3 )^ + R' ; 

en supposant, pour abreger, 

I 5.{xx'+yy'+zz'-ir'-y 

En differenciant cette expression de R, abstraction 
faite de R', on trouve 


dx~ 




valeur exacte, comme 11 est alse de s’en assurer, aux 
quantites pres de I’ordre — ; la premiere des e'qua- 
tions(B) devient done 

^+77 — ;r='” 1 -^ 3 — 75-75 +^oJ. 
Si Ton observe que Ton a 

et que, negHgeant le carre des forces pert^ba trices, 
on peut supposer dans les termes multiplies par 772', 


d^x 

"W ' 


X d^x' 

‘75^ "57 


X 

7s> 


on verra aise'ment que cette Equation pent s’^crite 
ainsi ^ 

d^.^x 
de 


• m . 


, d^x^ f d^x 


de 


• m . 


de 


— (S'x — mfxT) 


+ "1 V ) • TT + (<^* — ® ) ' TT • 


-f-etc 



go theorie amlytique 

Les equations difFerentielles en Jy et fourniront 
deux equations semblables. On satisfait a ces equa- 
tions, abstraction faite du dernier terme de leur 
premier membi'e, ensupposant S' oc , my 

et Sz=ni'z'. Soient done 


Sx—m'x'-h^,, Sj=my+y^, Sz=m'z'+^, 
I’equation precedente deviendra 




Sxz 


et Ton j satfgfera en prenant ^z=:j.m'x , >i=| . ni'y, 
l=\.jn'z. II en serait de meme des equations difle- 
rentielles relatives a )i et a ^ j on aura done enfin 




= m'z'-j- 5 . 


* Telles. ^ont les valeurs de S?:,,'Sy et Sz qvi re— 
sultent des equations (B), abstraction faite des' terme s 
que nous y avons ne'glige's , et qui sont d’aut-ant pliiS 
exacles que la comete s’eloigne davantage du Soleil . 
Si Ton voulait avoir des integrales de ces equations 
plus approchees, on de'signerait par S'x, S'y, S'z , 
les quarifffes tres petites qu’il faut ajouter aux pre— 
cedentes ,'‘|)Our Avoir les valeurs exactes de Sx, Sy, 
Sz, et ebangeant dans les equations (B) Sx , Sy, Sz 
en S'x, Sy, S'z et R. en R', on aurait trois nou- 
velles equations qui servirajent a determiner ce§ 
quantites. 

3o. Proposons-nous maintenant de determiner les 
variations qu’il faut faire subir aux constantes qui 
entrent dans les formules du mouvement elliplique, 
pour satisfaire generalement aux equations (A), au. 
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moyen des niemes integrales. Eh supposatit R nul , 
nous sommes parvenus, dans le chapitre IV du livrell, 
aux sept integrales suivantes , , 




xz- 


-xz, = c, 


X 


■ c'z, 


I, 

f ' 


: d'zr 


■CX: 


>(C) 


-f> — — 

^;+r/+z/-; + ^ = 9.. 

En noinmant, pour abreger, Xi,j,y z^, les trois 
quantile's ^ 

La eonstante a,repr^ente, dans ces equations , le 
demi grand axe de Torbite. 

Les trois constant.es c, d , c* fixent sa position. En 
effet, si bon nomine' 'ip Tinclinaison du plan de cette 
orbite sur le plan fixe des 'x,j, et a la longitude de 
son nceud aseendaht comptee sur le meme plan, , on, 
aura 




Jt-fi 


z ~ tang (p cos « ej/ ' — tang: fp sjlp a . x. . 

• Cette equation , ' dtant cornparee a I’eqftatiot* 
qiii resulte des Jht^grales ‘(E)i 

donne 

ranga = — j.' 

a^ntricite 


■ - - •/_ . '.-i ■ 

tang (p = tang a 


Les cons tan tes f, f', f*' determinen 
etmieu du perihelie> En eflet, soj^r-de rapport 
de I’excentricite au demi grand axe^ et i la longi- 
tude du perih^lie projete’SW'I^ *^311 des Xyj, on 
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aura, n“ 21 , livi’e IF, 

e = V'/»+/'“+/^ , tang i-j- 

Pour simplifier les formulas suivantes, nous pi'en- 
drons , pour le plan fixe auquel on rapporte la po- * 
sition de la comete et celle des planetes perturba- 
Irices , le plan de Porbite priniitive. de la comete j 
dans ce cas, I’angle <p est nul a I’oi'igine de la pe- 
riode que Ton considere, en sorte que les cons- 
tantes c' et c" seront de I’ordre des forces peftur- 
batrices. On a d’ailleurs , par le numero cite, 

f'c' -h fc" 
c , 

d^ou Ton voit qu© f" est d|i pjeme ordre. que 
c' et ll suit de la- que si r()n. ,n’a egard ,, eomme 
nous le ferpns , qu’a la premiere puissance des 
forces perlurbatriees , on ppurra negliger le carrp 
de jf”'; si de plus on nomine a> la longitude du pe'ri- 
helie sur Torbite comptee a partir de I’axe des x , on 
aura, aux quahtites pres du sedond ordre, par rap- 
port a I’incUnajfpp (p,,; i=a5s®i,op,.aua»a donc .siniple- 
ment , pour^ de|ej?tnij^ir; 'l^s deux constalateis et-^ , 

f f 

ez=z\/ sina)=— -1^=^;;==:, cos ft)=-7- - .1 , 

ou , ce qui revient au meme, , . , 

^ . ... ^ \ ' 'I ’ ' ; »t 

e.sin« = y’'", 6. CoS«^==y’. ■ 

Determinons niaiptenant les variations des six 




' DU SYSTiiME DD MONDE. 93 

constaates a, c, c’ , c", / et Comme les 
grandes excentricites et les grandes inclinaisoris des 
orbites des cometes ne permettenl pas d’appliquer a 
ces asti'es les formules que nous axons . developpees 
dans la theorie des inegalites planetaires , nous ne 
. suivrons pas ici I’analjse du chapitre VI du livre II, 
et nous exprimerons les alterations des elemens de 
I’orbite elliptique par des formules qui contiendront 
la quantite R et ses differentielles sous la forme ou 
elles sont donnees imme'diatement, c’est-a-dire en 
fonction des coordonne'es de la comke et des planetes 
perturbatrices. Les integrales (C), ou les constantes 
arbitraires se trouverit exprimdes au moyen des coor- 
donnees de la comete et de leurs diflerences prcr 
mieres divisees par I’element du temps, sont tres 
commodes pour cet objet. En effet, nous axons xu 
11° 37 , livre cite , que si Ton suppose a I’une quel— 
conque des inte'grales du mouvement elliptique cetle 
forme 


a — fonct. {x,Y,z,x,, z^) , 

la m^me int^grale coAviendra aux equations difle- 
rentielles du mouxement trouble, pourxu qu’on y 
regarde comme xariable la constante a , et qu’^on de- 
termine sa xariafion par I’e'quation 




da 

di, 


• S'z]. 



La caracteristique ^ designant ici dds 'differentia- 
tions relatives aux constantes seuleman|,^fe variations 
de ces constantes etaut liees rpar les equa- 
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tions 


J'x ■■ 






dR 


dR 




■KJ, 

<m 

dz 


dt. 


Si Ton substitwe successivement a, c, d , d',f, f et . 
leurs differentielles dans la formule generale (D) , et 
qu’on remplace les trois quantites dxj, cTz^ par 
lenrs valeurs^ en observant qiie z est de I’ordre des 
forces perturbatrices et que nous ne'gligeons leur 
carre, on aui’a d’abord 


et ensuite 

*= ■ 1 

dd 's=^ — sc.^.dt, I 

dz ’ I 

dd'= , 1(2) 

fj © • dfdri^dr-jdx) . g,l 

Les variations des corv^tantcs f, f, d, d' etant de- 
termibees , on jen conclura aisement celles des cons- 
latistes ‘<p et a. En effet, en differenciant les 

Equations (^'), on aura , 

’ de:it:dinik).df''-\^c<3ia).df, 

<■ :• ! j »•;? I- ^ : edtt)'^ cos w . djf' ■ — sin m. df. 


i 
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Nous avons nomme oo la longitude du perihelie 
comptee de I’axfe des x j si Ton prend pour cette 
droite le grand axe de I’orbite de la comete , a sera 
de I’ordre des forces perturbatrices, et les equations 
precedentes donneront simplement 

de'^dj, edcoz=zdf. 

Si Ton suppose, corame dans le n® 44 > livre II, 


tang (p sin a =^, tang cos a = ^ , 

et qu’on remarque qu’on a, n“ 20 du meme livre, 
— “fi®}, ce qui donne, en negli- 
geant lecarre desforces perturbatrices c—\/a.[i — e“), 
on aura 



dc" 

t/a.(i — e'^)’ 


= — 


^ 

l/<z.(i — «“) 


Ces formules serviront a determiner la position de 
I’oriite troublee de la comete par rapport au plan 
de son orbite primitive ; il sera facile ensuite d’en 
conclure la positiUn de cette orbite par rapport a un 
plan fixe quelconque. 

3i . II nous reste a trouver la variaftion dela Sxieme 
arbitraire qui eritre dans les formules du mouvemerit 
elliptique, et que nous avons nommee la longitude 
de lepoque. Reprenons, pour cela, les fprmules de 
ce mouyeme*t j en faisant, pour abreger, « ==,4?7T » , 
on a, n°23, livre II , ■ , 


nt-\-£ — ci) = 
a.(i — 


I -f « cos — ar) 


M — e sm « > - 


>(a) 


• * 
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Dans ces equations, + e repvesente la longitude 
moyenne de la comete , — a est son anoma- 

lie moyenne, u sonanomalie excentrique > et v — co 
son anomalie vraie. 

Soifent X etj les coordonnees rectangulaires de la 
comete rapportees au plan et au grand axe de son , 
orbite , les abscisses x etant comptees dn foyer versle 
perihelie, on aura 

n: = 7’Cos(t' — co), j=A'sia((' — a); 


on a d’ailleurs, en comparant les deux Valeurs de r, 
; =: I — ecos u , 

1 e COS 

d’ou Ton tire 



l/ i-e“,sin u 
’ 1 — e cos u 



cosu — e 
I — e cos u 


En substituant ces valeurs dans les expressions de x 
et dej", ontrduve 


x = a.cosu — ae , — e^.sinu. 


. Gel^ pose , si Ton diffe'roncie la premih’e des equa- 
tions («}, on aura, dans le cas de Tellipse inva- 
riable , 

ndtz=zdu.(i — ecosw). 

Cette equAtiob doit encore subsjster dans le cas de 
Tellipse troublee, c'est-a-dire lorsqu’oii regai-de ses 
elemens comme variables; on aura done ainsi 

? di-—’ dec — du-.(^i cosu)— de .sinUf ( 3 ) 
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I’anonaalie ane variant id qua raison de la variation 
des constantes que sa valeur renferme. 

Si Ton differende I’expression de cos — a) en y 
faisant varier les constantes e et a, et qu’on y subs- 
titue ensuite pour sin — sa valeur , on trouvera 
’ aisement 


du ; 


sm 


1 — 


de — - 


■ e cos u 


V/ 1 — < 


• da>. 


Cette valeur, substitue'e dans i’equation (3), donne 
J. t?g.sitm(2 — gcoszf — da.(l — ec0S2iy 

formule qui de'terminera la variation de e, lorsque 
celles de e et de a seront connues. On peut ecrire 
aiusi cette equation 


de.smu.(2-ecos7x-s^) 

I — 

, eda. [cos u. (2 — e cos u) — el 
, ^ , i/r=? . 

et si Ton remplace, dans le second membre, de et 
edj) par leurs valeurs d/ et dj"', et qu’oa observe 
que les valeurs de x et en les diffe'renciant. et 
substituant pour du sa valeur tirde de I’equatidd 
= recosw), donnent 

dx = 

I eoosu I 

‘ ' ' if*' 

II est facile de voir qu’on pourra |#*^2,lftiner cette 
forme 

Tome II. 


7 . 
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+ 


a 1/ I — e“ 
{i — e CQS uY 
an{i — e'*) 




Mainteuant, si dans cette equation on silbstitue 
pour df et df leurs valeurs detorminees prece- *■ 
demment, en remarquant que Ton a 


X dj — j dx = a’ y/ 1 — e* . vdt , 
a*.(i — e cos «}*=/'* = , 

on trouvera 


d&=.dc»}.{x — V — e*) — 2andt.(x^’\-j^^. ( 5 ) 

Cette equation donnera la valeur de de au moyen 
de celle de doo supposee connue. En rempl^ant dot) 
par sa valeur, on aurait, pour determiner de, une 
foi-mule directe ; niais il est plus commode de lui 
laisser cette forme. 

On pent observer qu’en diffe'renciant la premiere 
des equations (a) , nous avons regarde' n comme inva- 
riable ; la variation de cette constante introduirait dans 
Texpressioij pre'cedente de d^ le terme — tdn', mais ce 
terme di$paraitrait dans I’expression differentielle de 
la longil^qdc ;5noyeane nt-{- e qui serait en eflfet 

ndt -|- tdn — tdn -f- de. 

II est done inutile d’y avoir egard, puisque I’ex- 
pressionde cette longitude est la seule quicontiennela 
constante e dans les formules du mouvement ellip- 
tique, ou, ce qui revient au meme, on pent supposer 
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que le moyea mouvement est exprime par J' ndt 
dans le mouvement elliptique et dans le mouve- 
ment trouble j la valeur de n etant, dans ce dernier 
cas , celle qui resulte des perturbations. Pour la de- 
terminer, observons que I’equation n=za~^ donne, 
en la dilFe'renciant, 


dn=z 


3 

-*an 

2 




I 

a* 


En substituant done pour valeur^ on aura 

dnz=-Zan.(^.dx^f^.dj). 

Cette equation donnera, en I’inte'grant et en y 
ajoutant une constant e, le moyen mouvement dans 
I’orbite troublee. 

52 . Rassemblons les difFerentes formules que nous 
venous de trouver. Si, pour simplifier, on fait 


f A r'O * 

ce qui donne 

3I=“X, 5: = '»% S' =”>'2. ’ 

et que Ton substitue dans ces formules nour ® 

.dyf 

eZR s ^ 

^ , les valeurs pre'cedentes, et pourj^lt^, leurs va- 

leurs en fouction de m , on aura. < 

7 -- 
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—^<2.m'du.,a? s\nu.'^-\-'im'.du.a^\/ i-e\cosit.Y, 
de = wf.dii.a v/ r^®.cos w.C' 3 =Y-yX)+m"ciu.a I-e^ 7 •Y, 
^(£<11 = . a sin M . (^xY—yS^m du .a\/ i-e^ .1^, 

(xX+^Y), 

m'du rj 
dq =- . — ■— .rxZ. 

^ V^i— e* 


( 6 ) 


Eq joignant a ces equations la suivante , 
jjj — -a’n.sin u .X — 3m'du>M^n\/ 1 « .cosjiY, ( 7 ) 


qui donne directement la variation du moyen mou- 
vement, on pourra de'terininer par de simples qua- 
dratures les alterations de chacun des demens qui 
fixent les dimensions et la position de I’orbite de la 
comete, ainsi que la situation de cetastre a un ins- 
tant donnd* r 1 

Dans les applications numeriques des formulcs 

prccedentes, on sera oblige de determiner les valeurs 
des ditferentes variables qn’elles ren ferment, corres- 
pond antes a une valeur donnee de I’anomalie ex- 
Lntrique u. On a, par le n° 3i, I’expression des 
coordonnees et du rayon vecteur /■ dc la comete 

en fonction de u ; on pourra done en deduire imme- 
diatement leurs valeurs, et il ne restera plus qu’a 
csifuler les valeurs simultanees des coordonnees x', 
4c©'delaplangte-pCTturbatrice,. Pour cela, observons 
grand axe de Torbite de la comete ayant cte 
axe des x, si I’on nomme y Vinclinaison 
de I’drbe de la planete sur celui de la comete , A la 
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longitude de sou noeud ascendant , comptee sur ce 
dernier plan , a partir de la ligne des absides , qu’on 
designe de plus par v' Tangle que fait le rayon vecteur 
r'ayec la ligne des noeuds, on aura, par une construc- 
tion ti’es siniple , 

x' — j^ cos v ' . cos A — r' sin . sin A . cos y , 
y' = r' cos V . sin A -j- /■' sin v' . cos A . cos y , ■ 
a' s=r' sin tj'. sin j/. 

II sera facile, d’apr& les positions connues des or- 
bites de la comete et des planetes perturbatrices, de 
eakuler les constantes A et ^ qui entrent dans ces va- 
leurs. Quant au rayon vecteur /■' et a Tangle p', on 
observera que ie temps ecoule depuis le passage au 
perihe'lie est donne, en fonction de par Tequa- 
tion 

»■ 

t—d^.iu — e.siuK). 

En joignant la valeur qui en resultera a Tihstant du 
passagfe, On aura Ffe'poque qui se rapporte a la varia- 
tion suppos^e dabs i*a& de Tanomalie excentrique m ; 
les tables astronomiques fourniront ensuite toules les 
donne'es necessaires pour determiner lbs valeurs cor- 
respondantes de / et de v'. ^ ^ 

33. Un des points les plus importans de la tbeorie 
des combtes/fst Talti^a|UQ4.du temps perip^quf.;?.®!!© 
depend de Talteration de Tanomalie mo;|fenne>?eicelle- 
ei se determine, aisement an liioyeil '4^W.^rbiules 
precedentes. • • '' '' ' 

En effet, si Tonnomme ^ Tanooialie-moyenne de 
la Qombte , on aura , dkns' Ttli'bW elliptlque , 
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^ = f ndt + 6 — CO. 

Cette equation conviendra 'encore au mouvement 
trouble, pouryu qu’on j regarde 6 et w comme va- 
luables et qu’on y substitue pour n sa valeur 

n = N -f- , 

N etant une constante qui represente la valeur de n, 
ou le moyen mouvement de la comete dans I’unlte 
de temps, au commencement de la periode que Ton 
considere , et fdn etant determine par la formule 
(7). On aura done, en differenciant la valeur de 
par vappprt aux constantes seulement, *- 

di^ = dt.fdn -1- ds. — dco ; 

d’ou Ton tire, en integrant, 

=z fdtfdn -{^ fde — f dco. 

Cette equation servira a de'terrniner la variation 
de I’anQuialie moyenne; on pent la simplifier en fai- 
^,nt disparaltre la double integrale qu’elle renferme : 
ejn ejffet, on a 

r,-. . fdt fdn=: tfdn f tdn ; 

on aura dope 

: fdi^zis tfdn — f tdn ^fdi — f dct>^ 

qnipedqp^p,^|)l.u§ qpedesimples, quadratures, 
edmme celle des alterations des autres elemens de 

^ ' ' ' ' ' 

Ce|^‘^qse., on aura generalement pour Texpression 
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de Tanomalie moyenne dans I’orbite troiiblee , apre^ 
un temps quelconqtie t , ■' ' ’ 

Si Ton suppose que Ton commence a compter de 
temps t de Finstant du passage an perihelie , Fangle 
e — a> sera nul pour ceite epoque, puisque , par cette 
hypothese, on a ^ = 6 en meme temps que t = o, 
On aura done simplement 

Soit T ][e temps qui s’ecoule entre 4 eux passages 
consecutifs de la coinete a son periliebe , lorsqu’ell^ 
aura acheve sa revolution j qn aura . 

. fd^ ss^'tjfdn-- f ( 8 )' 

Les inte'grales devant s’etendre depuis d = o jusqu’a 
<=T, I’anomalie augmente dans cefintervaU^ de 

360°; on aura done, pour le meme instant, . 

■i; •; ■ 

27r == NT +/ 4 ^r, (9) 

etwt h demti-cipfqpfej^eijce Ip ely oii cist 

Innitp. , , :■ ]■ /^Y_t m :;' ^ J 

, iprenons^ pour fixer les idees, la,ccipi^P. dp; 1682^ 
revenue a son peribeHe en i ySg,. etidoiit iFs’jigitdp 
fixer le ,procbniiU',;?Pt!OW? On calpi^pppit initupdia-? 
tement Finstant de ce passage au moyen de Fequation 
(9) , si la valeur de la eonstantpN, relative, au perihe- 
lie de lySg, etaitconpue; mais cette v^lPur ne sau- 
rait se conclure directement , comme celle des autres 
elemens de Foi’bite,des observations faites pendapt 
Fapparition de lySg, elle se dMuit du temps qu'a 
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employe la comete a faire sa revolution anomalis- 
tique de 1682 a ijSg, et cette donnee est affectee des 
pei'tubations qu’a eprouvees cet astre durant cette 
periode. Pour la determiner, supposons que T soit 
I’intervalle de temps qui separe les passages de 1682 
etde 1789, et que N soit la valeur de n qui repond a 
I’origine de cette periode; a I’instant du passage au 
perihelieide 17(89, par I’equation (9), on aura 


Lfes inf egraleSTdevant commence!' a I’instant du pas- 
sa^ auperihdlie de 1682, on nous fixons I’origine du 
temps i, et s'etendre depuisi=ojusqu’a t — T; et les 
valeurs des constantes e, e, a> se rapportant aux ob- 
servations dumeme passage. 

Cette eqi^fion* donnera la valeur de N relative au 
peribelie de ^6|3 , et Ton en conclura celle de N', 
relative au peruielie de 1789, par I’equation 


l^ygrate comndeiicailt, comriie les precedentes , a 
I’instant du passage au peribelie de 1682, et devant 
s’et^dv® depuis ’f == o jusqu’a t T. On atira ensuite 
les vaildtii'S 8ti grand axe de Forbite qui se rapportcnf 
aux mdrtifed^oques 'par les Equations 

= N- 


hi* 


r,'3- 


^ ^^|^*m^inj^nanf riqleryatle de temps inconnu 

t^^pcom|ra^ entre le passage au perilielie de 1789 
j^etpur qu’il s’agit de determiner. On 


> 
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aura, pourcette epoque, 

tfdn — ftdn + Jcle. — fdar y {10} 

et par suite , 

2':t= N'T' (u) 

les integrales / commencaut ici a I'icstant du pas- 
sage au perihelie de lySg, et s’etendant depuisf = a 
jusqua t — V'y les valeurs des constantes e,i, co 
qu’elles renfermeut etant d’VlIleurs celles qui re- 
sultent des observations de la comMe faites a la 
nieme epoque- 

L'equation (i i), qui ne renferme que I’inconnue T", 
servira a de'terminer sa valeur. On connaitra ainsi I’in- 
tervalle de temps qui doit s’ecouler entre le passage de la 
comete au perihelie effectue en i ySg, et le passage sui- 
vant; onpourraparconse'quent fixer d’avance Icpoque 
de son prochaiu retour au meme point de son orbite. 

54. Toutela difficultedela ibe'orie des perturbations 
des comkes se re'duit doncaintegrer les formules ( 6 ). 
Cette integration, comme nous I’avonsdit, n’est pas 
> possible en general ; on ne pent I’efrectuer que par le 
mojen des quadratures mecaniques. L analyse four- 
nit. differentesTormulcs pour cet objet; nous alloe« 
presenter celle que; I’ou. a generalement adopt€e",l^t 
qui re'sulte fort simplement des premiers priri(%® ;du 
calcul aux differences. - ’ . ■ r. ; ; ; sfeH 

Soit j‘ une fonction quelconque de a^'^iS'^sbieni: 

ce que dedeiit^decessivemer>t 
Cette function’, lorsqu’on iuppes^ ass£roy; xc= a, 
xasa 3« ; • . • , x = ia ; desigja&nS'fm’ etc.', 
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les differences finies de ces quantites prises deux a 
deux, par^ leurs differences secondes et 

ainsi de suite , en sorte qu’on ait 


-yC0-yC») t=AyW, 
/“)-yi:0 =AjyCO, 

Jc 34 c»)=a;co, 


2 !^'‘CO— nr: ^ 

—AyO:>^ 


^CO— OnnAj''^^ 0^1 
etc. 


nnA^J/Co)^ 

Ay^^^-Ay^O nnA'^j/CO^ 


AjC*)-AyC*-0=:A®jC*-0 , 




'.-.m 


De ces equations on tire, par des substitutions fa- 
ciles , 

^C 3 ) 5 

etc.; 

d’ou Ton conclut generalement 


^C')=:j'C®)-f- j , AyW-[- ^Lt~~ - . A°j'Wq-. i( - ^' — . A^j/C*5-|-etc. (n>) 

1*2 1 . 2 .C 3 


formule qui sera tres oonyergente, si les differences 
Aj”, Ay^°^, etc., decroissent avec beaucoup 

;de rapidite. 

Cela pose, on peut regarder^/ =y’(a:) conarae I’e- 
;q:oatioft d’une courbe parabolifjue dontj^ represehte 
>X<»do»ne'e et x I’abscisse ; cette courbe passera par 
leSirdextremites des ordonnees equidistantes 

^tCi, et Ton aura d’autant plus de facilite pour 
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la tracer, que ces coordonnees seront plus rappro- 
chees sera done Tordonnee qui repond a Tabscisse 
quelconque a? = ict et Jj^^^dx Taire indefiniu com-^ 
prise entre la courbe et I’axe deS a:. Si dans Tequa:- 
^ tion {rn)^ on substitue pour i sa valeur ^ , on 
aura 


^C0=_yCo)+£.A^Co)+^ 


■ct) 




x[x — ct) {x — ^et) 

I . 2 . 3 . 




Multiplions cette valeur par dx et integrons-la depuis 
x=^o jusqu’a x = a ^ rexpression r^sultaiite sera 
celie de Taire comprise entre les ordonnees et /^*^5 
on trouvera 


De meme , pour Vaire comprise entre les ordonnees 
et on aura 

et ainsi de suitel ' , ^ 

En prenant done la somme de, toutes ces valeurs ^ 
on aura pour Taire lotale comprise entre les ojrdopr 
nees et^^*^, 

-J.. ' , ' ..U. ' - ' • ■ , ' ■ ■ ‘ 

f ydx — 'ob . . - . • . + 

+ 4- AjW. . .4- 

— -^.[A*^”^ -f- A*/"^'^ 4- A*/^*?. . .4* A*7'^"“*^] 

4- etc. 


fft* r' 
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On a dailleurs 


etc. ^ 

L’expression precedente devieat done ainsi 


_^.[Ayo - 


_ . [A^jW — AjWJ 

— etc. 


(G). 




La determination des differences etc., 

qui .entrent dans cette formule, depend des quantiles 
^C»+O^^Cn+»)^etc., tandis qu’onn’est suppose avoir cal- 
culeces ordonne'es quedepuisj"^"^ jusqu’a^^''\ Ce serait 
un inconvenient pour la pratique, niaisdn peuli’eviter 
en dbtm^nt une autre forme il cette expression. Pour 
cela , femarquorls' que des Equations (k) , on tire 

AjCO Aj/C^-O _j_ A»jC"— ‘5 -f. + etc., 

A^c») — a«‘jC'‘-* 5+ 4- 5. A^/G-4)_|_etc., 

~s Aye?— *>4(, -5 . Aye4-fi4.2 , 3 . Aye*~’^54" etc. 

ete.j 

:■ . 

d’ou fntn peut conclure generalement 
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^ Cn — *-0 


■ ^'•O'+i) 
1.2 


.A‘+“i)'C"-‘-“)4.etc. 




SI Ton substltue ces valeurs, qui ne dependent 
plus que des quantites j"", j/"“% etc., dans la for- 
inule (G) , on aura 


Jjdx =: ct 

-:^.,[AjC«-0„Ayo)] , 


-^.[A^rf"-«+Ay)3 

— etc. 



Le premier terme de cette serie represente , 
comme il est facile de s’en convaincre, la somme 
des petits trapezes compris entre les ordonnees 

somme qui approchera d’autant plus 
de i’aire de la courbe parabolique , que les ordon- 
nees seront plus rapprochees, et leurs variations plus 
pelites. 

55. Pour appliquer la serie precedente a I’integra- 
tion des formules (6), representons par Vdu la varia"* 
tion differentielle de I’un quelconque des elemgns 
de I’orbite de la comete, et regardons P comnie 
I’ordonnee de la courbe parabolique dont I’anpmalie 
excentrique u estl’abscisse. On feravariera de degre 
en degre ou de deux degres en deux degres, etc. , 
selon qu’on le jugera convenable., et Too determi- 
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nera les valeurs correspondantes de P qu’on de- 
sigtiera par P^°^ P‘^“^ etc., et Ton aui'a par la 

formule (P) la valeur de J'Sdu correspondante a 
ua arc donne d’anomalie excentrique. On pourra 
presque toujours s’arreter au premier terme de cette 
formule , les autres termes ne donnant que des <■ 
corrections de Pordre des quantiles negligees, Le 
seul cas oil il deviendrait necessaire de conside'- 
rer ces termes, est celui on la comke approche 
Leaucoup de la planete perturbatrice, ce qui rend 

tres grande la fraction et par suite la valeur de 

P. Mais alors il sera encore plus exact, pour que 
les ordonnees P ne subissent pas de trop grandes va- 
riations , de diminuer I’intervalle qui les se'pare et de 
faire croltre I’anomalie. excentrique de demi-degre 
cn demi-degre , ou de degre en degre , etc. , selon les 

circonstances. 

36. On pourrait determiner, par cette methode, les 
variations des elemens de I’orbite elliptique pendant 
une revolution entiere de la comete; mais nous 
avons vu que lorsque cet astre est dans la partie su- 
perieure de son orbite, et que la comete s’eloigne 
beaucoup de la planke perturb^atrice , la partie la plus 
considerable de ses perturbations pouvait s’exprimer 
par des formules analjtiques qui n’exigent plus que 
des substitutions numeriques, ce qui facilite beau- 
coup le calcul de ces perturbations. Developpons done 
daos rhypothese precedente les valuations des ele- 
niens de I’orbite. 

- . Reprenoas la valeur de R , 
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R = tm'.Q — 

Si Ton suppose la distance r de la comete au Soleil 
tres considerable par rapport a /•', distance de la pla- 
nke perturbatrice a cet astre , on pourra reduire I’ex- 
pression prece'dente en serie convergente , par rap- 
port aux puissances descendantes de r, et Ton aura , 
n° 29, 

R = /n' . [J- + (xa/ +jy -h zz) (p — 4. R', 

R' represen tan t une suite de termes dont le plus 
eleve est de I’ordre 

L’avantage qu’il y a a decomposer ainsi R en deux 
parties, c’est que la fonction R' est essentiellement 

, r 

tres petite lorsque le rapport ^ est une tres petite 

fraction, tandis qu’au contraire R conserve toujours 
une valeur finie, quel que soit I’eloignement de la 

comke, a cause du terme qui ne de- 

pend que de la distance de la planete au Soleil. II en 
resultequ’on pent, dans une premiere approximation, 
negliger tout-a-fait la seconde partie de R ; les for- 
mules (6) deviennent alors inte'grables par ell^- 
memes, en sorte que la partie la plus sensible des 
perturbations des cometes peut toujours etpe expri- 
me'e analjtiquement par des formules finies , lorsque 
la comkeest dans la partie supe'rieure de son orbite. 
Dans I’approximation suivante, on considerera la 
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foaction R', ,mais il suffira le plus souvent de s’arreter 

aux premiers termes de son de'veloppement. 

Faisons done d’abord abstraction de R'; si Ton de'- 
signe par la caracteristique d! des difTerentielles uni- 
quement relatives aux coordonnees de la comete, on 
aura 


d'R = TO. - i + (jddx +y dj) . 03 —^3)+ 


30 X 

On pent, dans cette valeur, remplacer p, par 

d^x d^x' y y Per- 

reuv que Ton commet e'tant de Fordre du carre' des 
forces perturbatrices. On trouve ainsi 

+ yy , dxd r •+■ eZ yrf y \ 


d'K = m'.d.Q: + 






Si Ton substitue cette valeur dans la formule (0, 
n° 5o, et qu’on I’integre, on aura 




Si Ton determine la constante que cette equation 
renferme par la condition que cTu soit nul au point de 
I’orbite ou I'on a commence a considerer se'parement 
les deux parties de R , I’expression re'sultante sera 
celle de I’alteration du grand axe apres un temps 
quelconque , conapte a partir de ce point, due a la 
partie de R independante de R'. 

|)a peut obtenir, d’une autre maniere, la valeur 
de i^S- 'Ea effet, si Ton differencie, par rapport k la 
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caract^ristique , qui aura ici la signification que 
nous lui avonS' donnce n° Inequation 

, .1 _ £ t/x'* + dy-j- (fa- 

a r dt^ ‘ 

, On aura 

2 < 5 'r oi.dxd.S'x 4 - advd.S'v 

a- 

Nous avons trouve, dans le numerocite', par I’inte- 
gration directe des equations diflerentielles du mou- 
vement trouble', 

<rx = I . m'x-\-m!x', dy=i . Tn'r + m'r\ 

En substituant ces valeurset leurs differentielles dans 
I’e'quation pre'cedente , on aura 


ou bien en remplacaut par sa valeur - — - 

r 

'^ydy’S 

3 \r rr- J., 

On voit qiiilB cette expession coincicje avec c4|fe 
que nous avons de'duite direcftdment de la for^&’fl), 

ensupposant dans celle-ci cbnst. s=: — cons- 

tante arbitraire e'tant de'termine'e , datts ce cas, de 
raaniere ii satisfaire aux equatiop! • 

Tome II. 


8 
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fc=o, ^^^.my-my:=a, 

' y ^2~-i.m'A-^yz's=o. 

L’<^quation b^ =~3 donne, «* la dlfenciant par 
rapport a , 

I 

^ substituant .donc ppux eTa sa yalejir pr€cedente, 
on anra : 

, /I ^^x±jy,dxd£^^\ ' . 

ni'n-iman.{--\ p ‘+ . tZi* J 

Cette valeur , augmentee d’une constante , donnera 
raLteration du nioyen monyement due a If partie de 

Tli independante de R'. , , , . , ,,, : ; . , „ , , . . 

Determinons , d’une mamke semblable , la varia- 
tion d^^l’exeeiOtrkUe etdu perihelie dpe a la meme 
partie de R. 

La quatriem’e des equations (C), en rempla^ant 
et. C’ par leuvs valeurs et negligeaut le carre de 

z , donne 

. ■ dy.jxdy^^::^ ) ‘ ,, 

- -t- 

En differepeiapt, par -rapport a k caractenstique J'r 
pette eqpptiWj.PP fura 

t'- ' ’ ' 




+ 


dy .(xd.i'y —sdJx 4 - 


di^ 




3 
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et en sul»stituaht dans cette equation, pour cTa?, 

{Tz, leurs valeurs pre'cedentes, elle donnera 


i-f ' r y — jdx) , y. (ay'— / , djr' .{xdy—ydx) 

'L dt^ d? 

dy.{xdy' — y'dx+x'dy — ydx')\ 


Si Ton ajoute une constante arbitraire au second 
membre de cette equation, et qu’on la de'termine par 
la condition que J/lsoit nul a un point donne de Tor- 
bite, I’e'quation rdsultante donnera Talteration de/a, 
partir de ce point, due a la partie de R inde'pendante 
de R'. Cette valeur doit etre identique ayec celle qui 
resulterait de. Tinte'gratipn directe de Texpression 
de dy, n° 5o j c est en effet c6 qu’il est facile de veri- 
fier en la de'veioppant dans Thypothese prece'dente, 

et en observant qu’on pent y substiluer — 


d^x' 

df’ 


a la place de ^ et de 


et 


d?-y d^y 

IF dF 


a la place de ^ et de 

^ r ■ 

Si Ton substitue pour yaleur 


f-\-- dans Texpression de J/j-elle devient 




En changeant, dans cette formulcjj^lpy , a:' en j-', 
et reciproquement , on aura^ pour^eterminer Talte- 

8 .. 
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ral^pn de/Mue a ]a par tie de R independaiite de R', 

y s. {xy' — Jj) dx' .{xdy — ydx) 


df'=zjn'.^f+~- 


1^ - 

dx. {xdy ' — ydx •+- xdy — ydx') 


]■ 


Connalssant les variations de / et de /', on aura celles 
de e et de a> , par les equations 

J'e=<iy' et ecT'ajsrseTjfi'. 

Considerons les variations de I’inclinaison et du 
nceud de I’orbite due a la memp partie de R. En la 
differenciant , on a 



Si Ton snbstitue cette valeur dans les vakurs de 
ic'-'et «t qu’oiv,.3jegli^,ks krmes de 

I’ordre da parre des forces perturbatrices , on trpave 

♦ • ' ' ' 

» dc i — 11^ • yz « 
dd’ = rri,,x:d . 


Retnplaconsv daMs*oes equations, ^ , par 

— ^ ^ ^ , et inte'grons les equations 

resultanles, ndiis aurons - ’ 
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Les valeurs de cTc et de Scf e'tantainsi connuesj on 
aura celles de J'p et de , dues a la partie de R 
inde'pendante de R' par les equations 

d> = '- ^q= — 

el il sera facile d’en conclure les alterations corres- 
pondantes de I’inclinaison et du nceud. 

En retranchant les valears d6 J'a, S'n, $f', 
cTc', cTc;*,. a on point 4onne de rorbite> de leurs va- 
leurp a un autre point donne, on aura Ids altdratiotts 
dans I’interyalle, de aj 'n^f^ c', c", ,dues a la par- 

tie de R iitd^endarite dfeR-/ ■ i 
, Z'j. On pourrait ex^rinaer, par une formula sem- 
blable aux prece'deiites, la v^riatibp'^dd'la longitude de 
I’epoque due a la meme parlle de R ; mais cette for- 
mule est inutile a la deterroi nation de Talteration de 
I’anomalie mojenne, qui peut se faire Ires simplement 
de la jnianiere suivaute : supposons que I’on fixe I’o- 
vlgine du 'tdnips''dti' ]^'int d^ ou Ton con^- 

mence a dlvlser en deux parties la fonction R^ et 
nommons N le moyen mouvement de la conaele en 
ce point, c’est-a-dire la valeur de n qui resulte des 

un 

I'jin',' 

y/2<3?f — cf'fi — sc Ni — 1“ /<f cTe .cT 0i) » 

■ ■ 

En deslgnant par cT'n la variation :de|fe dne 4 la par- 
tie de R indepfnda|pie de R^>: on pour de- 

torpjinor Talteration coq’espiqBdante de Tanomalie 



. pcrturbatioins pye'ced^nt^ ; on aura ,,,apres 
quelconqite" t\ oopHple .niSme , poirtt , ‘ ‘ 
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moyenne , 

= fi'n + 

Si ron. differeucie cette expression et qu’on y substi- 
tue pour sa. valeur dpnnee par I’equa- 

tion (4) , n?- 3i y on aura 

d.i'e.smu.(2~e’‘-e cosm) .t?-<^ a.(i-e cQsay 


, '^uatipn qu’on peut ecrire ainsi : 



En observant que Ton a , n° 5 1 , ndt s= du.^i-e qos uJ , 

'■ nqus avom ^o^'^e . , 

; ' ' ■ - "■I — 

j 

‘ Si Ton de'signe par m'l ce que deyient la valeur 
»jde J'n donnee par la formule (g) , au point^de I’or- 
bite d’oii nous comptons maintenant le temps t, il est 
clair qu’on aura 

' t, ■ .... 

J^'nz±: m'l. ' 

Les valeurs prec^dentes de J^n, J'/' donn^M 
d’ailleurs cette relation tres simple, 


J'n 2-cosM+e t, ^ d sib u ' ' / xdy'-ydx -^'y'ds-x'dy 


3 cos u-fB j, . a SHIM. j : 

I— i-e“A 




est facile de4^'ri%r en rempla- 
^h\ tf, par leui'S vdleurs elt en comparanf 


n 


"^1 
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dans les deaSc linembresi les ooeffiicieBs de 

^ et ^ apres les avoir prealablement e^prlmes en 

di dt ^ ; , I- I. ,t • : 


fonction de m. . , 

L’expressiou de d.S'K deviendra done, en y subs- 
. tituant pour J'V^, Vre , e<}W kurs valours, et en I’inte'’^! 
fffant ensuite 






,.j ..u ,'iym'i 


const. 


On anra I’alte^tion de^’^noin,aUe^n^^^ 

^ed^nT^S^ite jnstpa’^^niranc^^ uonne,"itee^ 
a lapartie de'R ind'ependante de R', en retranchant 
la valeurde an pfeittW'd^'b^^'poitiftS A^sh'^&tSiir 
an second. , 

■ ' '58;^ Oemidgrbns imintenant les alterations des ele- 
mensde rorbite dependantesdeR'. Lorsquelacomke 
se ttqnife ,da)i«^.'ls , fMtie superienre' de ;son OBbi<e> R' 

etant une tr^f®tiltt'«S[«finiite , les : Wears de ces 
riations sqnt aussi tr^s peu considerables. Si pour les 
6btenibi'‘f^n’snbstitue^!^f a laplace de R dans les for-^ 
Wul^“(i]et,(2),_i9‘^^^^ n’alteEant'en^rie^ 

leur forme , il est clair qu’elles s’iptegrerqnt encore 
par 

Comke s’eloigne beaucoi^ de Jp plaPete peil^aj 
Arice, et on il est avantageiix 'de parta^K s^osi R en 
|deux parties, ces ^ormu]^s penye^gt^^Rdyeloppcr 
en suites convergentes , et Ton ofeiwsO'lbtirs inte- 
gr^lqs pajf une ra^tbode) d’)a|^K<^c^ii><>P 
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plus expeditive iq^ie celle des quadratures meca- 
niques. 

Pour le faire voir, reprenons la, valeur de R', 
29 , 

Si r<?n ditfeVeTi(iifi cetle' Sraleiii’^ tapport aux va- 
riables (X, j, z, et que pour ai}r%er, on fasse 

■D 3/* iS (xx'+^y+zz'-l/^y 35*(i*'4--)//+2z''-|/»)3 

15 

i 5 +y 3 ''qias - 1 - 

, , - ■ ' , ’ ^ ' 

il^ est aise de s’a^urer qu’on aw'^, ,, , 


il:” ;■,! "■ ',?*# ! ,■. .■ '■ ! .'>'[ ■•T ■ !, 

Sii) 8 tifuOiQsees v^aleurs dans les for^ules (i), (2)^(5), 
apres j. avoir, change R en R', nous' aurons • ;.r , 

df ^ mT. ^ .My—xj-') . yxky—ydx) .‘(I^ jp'v')' ; 1 


II 1 t?, ; j fmir . fq ;r ^ . -M •.r.' 

I.;:i 1 '-' :■■ ,-./J 

I'-'*" iv „ ; 7 iH '«') ■ ”r ''> 

1i^^^€*Wrplaee' dang-ees P' et 'F'pavieli: 
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series que ces.lettres repr^senteat ; qu’oii subslitue 
ensuite pour x , j, 2 , el r leurs valeurs 

«(i— e*) 

x=:r cosv, r =: r sin t>, z = o, r = — 

^ \ ^ I -j- £f coa p 

, et pour z', leurs valeurs donnees , n^52y en 

fQpctioudes sinus et cosiiius de qu ou observe que 
par les formules du niouvement elliptique; on a 

— V n-.C! — , 

r'*dv'—dt.\Jd.{x — e'% J, 

il est* evident , que ch'acune ties expi'es-yons "pre^e- 
dentes pourfa se develqppjjr en une suite cle termes 
de cette forme 

i et r etant des hombres entiers , H et K des cons- 
tantes fonctions des elemens des drbites de la comete 
et de la planete pefturbatrice. 

Ces termes s’integrenf sans diflicultc dans le cas 
ou i' = o; 'ils nesontplus iritdgrables ge'ueralettiefit 
lorsque i' n’est pas niifsi mai^ qqand la comete est 
dans la partie supe'ricufe de .son orbile, les termes 
de cette espece ^ont considerablenient plus petits que 
les prece'dens, en sorte qu’on pent presque toujours. 
lea. n4g3^er reste,:^ 

yefaable de pousser plus loin rappraximatjq|t|^,Qu 
^ourra le faire de la maniere suivanle. 


"Jinrt ‘jKp ] v\V.t 


Les jdeux equations^ (rtj dOtonent^’ 1 ) u ^ ' 
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Le terme qu'il s’agit d’integrer devient, en substi- 

tuant cette valeur, 


H f'-^. cos(<p + K). 

{/ a\i — e'^) ^ r 


i : 


Si , dans cfette intfegrale ', on met pour ^ , sa V^aleur 

i.i'S , ; 'I ■ i’ ^ ' . ■ ■■ ' ‘ ' : 

■ tP e.cos pY . 

. a\(i — e“)- [i + e'.cbst/— a)]** ’ 

et (ju’ou remarque que e' est une tres petite quan- 
tite', il est clair qn’on pourra la developper' en unq 
suite de termes de cette forme . , 

' ' ‘ , ■ N 

' ir ./, cos (Zp + I' o' + K') . do', 

C^„termo pQut enoore t;. Iii, . i > ; - \ 

Y'fccysQo + KO-d.siaZV'rf- 


IJU 

f 

S s . . ' t 


oq aura done , en iqte'grant , ■ 

Ti! .fcos. (^ -{-i'o ' ^ )j,’ 

Si dtirii le dertrier terme onsubstltue pour do 
l^ur, il devieirt . ' . ' 

. -■ i-'i. hi "‘-I ‘ ! r, !;■ 

^ w' - 4 ^ lizy. ^ 

Ce est l^iiopup' plus plt^ petit que l’inte- 



I 
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grale' 

puisqiie ^ est suppose une tfcs petite fraction, et que 

’ le facteur est aussi tres petit; car a.U-e) 

est la idistaiice pefiliefie de la comete, et cette dis- 
tance est beaucoup nioiadre que a' relativentent aux 
trois planfeles sup^rieures, les seules dont on ait or- 
dinairement a considerer I’action. On pourra done 
supjio^er i’intdgrale H'.ycos(Zt' -p/'p'-l-K'). a trfes 

pep pres e^ale..^,^. sm - >■ 

Taiitre pa^fid d® Vtileppi- Si Foa wuMil oepepd^t 
y avoir egard , cottitne fcette parMie est'absoludient de 
meme forme que I’integraleH/' cos(ifH-tV'-f-K).cZc', 
on 'pourrait la developper comnie elle en une suite 
de ternaes semblables au suivant , 

- • . /I H'fii/cos * •+• j'/'if- K.') .dv' , 

que I’pn integrerait par ia metho^e q*i6 venons 
d’indiquer. En continuant ainsi , on diminuera a vp- 
lonte I’erreur resultante des inte'grales ne'gligees , et 
I’qn ^apprpebera d’au^i.pres que Ton voudra de 4a 
valenr de .jyntegr^l.p , ; ^ s 

' ' ' H./(:os'(iV+ i'd -\-W).dv. 

■ . . , ■ ^ ■ . i. ■ I > 

H nes’aglt done, pour appliquer at 5 ^'^p%tipns (F) la 
m^tbode d’integratipn pre'cedepte^ .^^4® developper 
ces {pwnules , ce qui up i4wwi4® ^lus que des subs- 



) 
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titutious faciles. En joignant les valeurs de S'a,p', 
j\ j qui eji I’esulteront a celles qui se 
rapportent a la partie de R independante de R', on 
■ aura les alterations rotales des elemens elHptiqueS de 

' la comete dans la partie superieure de son orbite. ^ 

‘ 39. Voici done, d’api'es les resultats precedens, la 
^ marche qu il faudrii suivre p<?ur deteriiilner gene- 
ralencient les perturbations d’une comete et fixer a 
r^ivance I’epoque de son retour au perihelie. Prenons 
pour exemple la comete de lySg. Les observations 

laites pendant ses appai'itions en 1682 et en 1789, 

ont fourni toutes les donnees necessaires pour de- 
terminer les elemens de son orbite a ces deux 
epoques. Elies ne dx)nnent point directement, il est 
vrai , la valeur du grand axe } cett^ ,valeur d^peed , 
n&jis, I’avpivs la co- 

mete a subies v^iP^Wda' bitipp ; de 1 68!^ ; a 17 %; 
mais on pent, dans le^calGul de oes. porti^rbations , 
regarder I’orbite porame une ellipse dont le grand 
axe repond a la dured observee de cette revolution ; 
les quantiles negligees seront de I’ordre du carre des 
forces perturbatrices. Paitant done des elemens de 

1682 , on determinera leurs alterations ainsi que celle 

de I’anomalie moyenne, pour Ics six premiers sights 
d’atiorpalie excentrique, e’est-a-dire depuis uy^ o 
jusqua n=? 180°; pour les six autres signes, 11 sefa 
< preferable de fixer I’origine de Tangle u au perihelie 

: de lySg, et de remonler vers 1682', en faisant u ne- 

-^atif 01 eia employant les Siemens deduds des obser- 

^ d^ ‘lySg. Dans le troisieme et lo quatri^me 

quafte de sod ellipse, la comete etant bcaucoup plus 
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eloignee desplanetes perturbatric'es que dans Ics deux 
autres , on pourra prendre cette seconde moitie' de 
I’orbite pour ce que nous avons nomme la moitie 
superieure, et employer avec surete les formules qui 
s’appliquent a ce cas. Dans les deux autres quarts on 
/era usage, pour calculer les alterations des e'le'mens 
de I’orbite, de la me'tbode des quadratures meca- 
niques. 

On determinera , par ce moyen, le grand axe de 
I’orbite qui re'pond au perihelie de 1682, et Ton en 
conclura celui qui se rapporle au pe'rihelie de i 'jSq. 
On recommencera ensuite les memes dpe'rations 
depuis 1789 jusqu’au prochain retour de la comete 
au pe'rihelie j mais comma I’epoque de ce passag^e 
est inconnue , oil pourra;, pouif pluiS: d’exactitude, 
rectifier I’orbite de 5 o en 3 o degres, en employanl 
pour chaque signe les ele'mens del’ellipse qui resulte 
des calculs pi’ecedens. Loi’squ’on aura ainsi determine 
les variations de I’anomalie mbyenne et des autres ele'- 
mens de I’orbite depuis u = o jusqu’a m = 56o°, on 
en conclura jl’^poqus du prochain retour de la comete 
a son pdrihelic et les ele'mens de son orbite a cette 
epoque. 
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CHAPITRE lY. 


” * 

Application de la the'orie precedente aux cometes 
periodiques de 1682, de iSi^etde 1825. 

40. Le systeme du monde renferme aujourd’hui 
trois cometes dontle retour periodique est constate. La 
plus aiiclennement connue est la comete de 1682. 
Halley, qui avait le premier remarque sonidentite avec 
les cometes apercues en i 55 i et 1^607, par une Evalua- 
tion approximative et purement conjecturale des al- 
terations qu’elle devait eprouver dans la periode sui- 
vante, en vertu de I’aotion de Jupiter el de Saturne, 
annonca son retour pour la fin 4e I’annee lySS ou 
le' commencement de lySg. Clairaut tenta de sou- 
mettre a des calculs rigoureux cette importante ques- 
tion; il appliqua a la determination des perturbations 
de Celts comete la solution qu’il avait donnee du 
probleme des trois corps, et apres.un travail immense 
qui embrasse trois revolutions de la comete, il fixa 
I’e'poque de son passage par le peiihelie au 4 avril l ySq. 
On sail que la prediction du geometre se realisa a 
quelques jours pres ; et encore I’Ecart des re'sultats de 
robseryation, et de la theorie aurait-il ete diminue 
sans doute, si Clairaut eul employe' dans ses calculsla 
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valeur de la masse de Saturn e , telle que nous la con- 
naissons aujourd’hui, et s’il avait eu egard a' Taction 
de la planete Uranus, dqnt on ignorait de son temps 
Texistence. 

Les deux autres conietes, aTegard desquelles s’est 
» reproduitde nosjoui's le phenomene si remarquable 
de leur reapparition au perihelie apres une ou 
plusieurs revolutions , parcourent des ellipses beau- 
coup moins allonge'es que la prece'dente. La pi'eniiere 
accomplit sa re'vplution en 1204 jours a peu pres. Ce 
fut en i8ig qu’elle fut reconnue, pour la premiere 
fois, comme ^omete ;periodique. En -examinant les 
elemens d’une eomete qu’on venait d’observer au 
COTomencemeuf; de cette annee, M. Aa-ago remarq^a 
quHls avaient une grande analogie avee cent d’ui: astre 
de meme nature apercuen i 8 o 5 . La memeobseihration 
fut faite, en Allemagne, parM. Gibers, qui reconnut 
en outre que cette eomete avait deja ete vue precedem- 
ment en 1789 et 1789, D’apres cela, le temps perio- 
dique de cet astre ne pourralt etre que d’un petit 
nombre d’anndeS. M, EuLe, astronome de Gotha, 
entreprit de represeuter par une orbite elliptique les 
observations de i 8 o 5 et 1819, efrles Clemens qu’il 
determina se trouverent avoir entre eux plus d’analo- 
gie encore que les elemetis paraboliques ; alors il -ne 
resta plus de doute qu’ils n’^ppartinssent a une ntHne 
eomete, dont la peiiode etait de_ troiAans> #4roi& 
mois a peu pres, et qui , dans Tintervalle Je i 8 o 5 a 
1819, avait aopompli quatre re'voluti^wtsl en^ietes pour 
revenir a son perihelie, D’api'ifes k^fefidit^ de cette 
revolution, ou aurait pu consii^## Pet astre com me 
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Tine noavelle planete ; mais on a continue a le ranger 
parmi les cometes,.tant a raison de ses appafences 
physiques que parce qu’il n;est pas.visible pour nous 
dans toutes les parties de' son orbite. Depuis cette 
importante deceuverte, plu'^eurs geomkres se sont 
occupes de la determination des derangemens que 
cette combte a du eprouver dans ses diverses revo- 
lutions depuis i8o5 jusqu’a 1829, epoque de sa der- 
m'ere apparition , et ils sbnt parvenus a representer 
sa niarche dans cet intervalle avec une piecision u 
laquelle il paraissait difficile qiie la theorie p^l at- 
teindre. Mais le meme succes n’apas pouronne leurs 
efforts lorsqn’ils ont tente de remonler aux passages 
anterieurs a i 8 o 5 , et les orbites elliptiques resul- 
tant du calcul des perturbations n’ont pu que satis- 
faire im^arfaitement aux observations de ^795 et 
^786.1®* Bnfee p pedle ^ttepowi^tepr^ehtei' la marche 
de 1* il fallaib recourir 

a Iffiypdtilele (itheii^ dont la- resistance 

alteVe insensiblement les eleinens de son orbite, et 
cette idee a donne encore a la thdorie de cet astre 
un plus bant degre' d’inter^t. Sans doute si les corps 
celestes e'taiient sotiniis a cett% nbuvelle force perlui>- 
balrice dont aucan autre pbfeonifene ne nous a rd— 
vele' I’existemce, soni influence serait beaucoup plus 
sensible sur les coiiietes que sur les planetes, h. cause 
du peu de densite de la matiere qni les compose, de 
mdme que nous voyons a la surface de la Terre la 
rfststfuce de I’air alldrar dfaiitanf pbis les mouvemetas 
desifiorps pesans , que lelir-deni^ti^ est plus petite, mais 
lesiU^toals des calculs qu’ori a faits ii cetdgard, et 
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les hypotheses sur les(jiielles ils soat fondes, nous 
paraissent, les premiers trop peu concluans, et les 
secondes trop arbitraires pour decider une pareille 
question, et ce n’est qu’apres un grand nombre de re- 
volutions de la coraete de 1819 et lorsque sa the'orie 
, auraete suffisamment approfondie, qu’un point aussi 
important de la Physique celeste pourra 6tre etabli 
avec quelque certitude. 

Eiifin , c est dans ces derniers temps seulement-que 
le systeme du monde s’est enrichi dune nouvelle 
comete periodique dont la revolution est de six ans 
trois quarts a pen pres. Elle fut apercue d’abord le 
ay fevrier iSaS, en Boh^me, parM. Biela; le 9 mars 
suivant, a Marseille,: par M. Gambart, et le 10 a 
Altona , par M. Clausen. Les elenaens paraboliques 
conclus des premieres observations decetastre avaient 
une ressemblance remarquable avec ceux de deux 
cometes observees en 1772 et i8o6. MM. Clausen et 
Gambart, qui paraissent separtager I’honneur d’avoir 
fait simultane'mentce rapprochement, tenterent alors 
de calculesr, le , wouvement de ces trois comkes en 
leur appliquant une drbite elliptique, et api'es quel- 
ques essais, ils trouverent, chacun de leur cote, une 
ellipse qui en representait les observations assezexac- 
tement pour ne plus laisser aucun doute sm' leur 
identite. 

Tel est letat actuel de TAstronomie relativexpeflt 
aux cometes dont la revolution est connue. II n’est 
pas douteux que I’attention assidue qu’on apporte 
maiutenant aux obsei'vations astf&heW^q*ues n’en 
augmente encore le nombre dans te Shite 5 mais il est* 

Tome II. o 
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^ presiinjer que la decouverte des comeles a longue 
piiode, comme celle de 1683, sera toujours tres 
Jare, surtout si Ton remarque qu ou n’obserye ces 
astres avec assez de soia et assez de precision que 
depuis deux siecles. Les incertitudes dont les ob- 
servations precedentes sont alfectees.doivent raeoae ^ 
souvent , tromper les conjectures qu’elles ont fait 
naltre; c’est ce qui est arrive, en efifet, pour la 
Gomete de iSSa , observde par Appien. Les rapports 
qui existent entre ses elmrens et ceux d’une comete 
observee en 1661 , par Hevelius, avaient fait penser 
qu’ils appartenaient a un m^rae astre dont la revolu- 
tion etait de 128 annees environ, et ,en consequence 
on attendait le retour de cette comhe vers 1789; 
niais elle n’a pas reparu. 

Nous regrettons que les bornes de cet ouvrage m 
nans pernaettent pas de dev.elopper,- dans toute leur 
etenduie , les r^sirltats de Tapplication de la tbeorie 
expose dans le chapitre precedent aux trois cometes 
dont nous venons de tracer I’histoire j mais du moins, 
em presentant le resume de ces calculs, nous en indi- 
^ffiessoBS la noarche avec assez de details pour dviter 
tout ^nbarras a ceux qui voudraient les verifier on 
les pouter plus>loin, en considerant de nouvelles re- 
YOlutWliS ^ 

Be'terminatim du prockain retour au pdrihdlie de la 
, , conidte de lySq. 

1, , •* 

Les premieres observations un peu certains 
qu’qn ait tie cette comete se rappprtenta son apparition 
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en i 53 i j elle repassa depuis a son perihelie en 1607, 

1 682 et I ySg. Les durees de ces trois revolutions sont, 
comuie on voit, tres ine'gales. La premiere periode, 
en effet, etait de 76 ans et deux raois a peu pres, ou 
de 27811 jours; la seconde, de 27852 jours, et plus 
courte par consequent de 4^9 jours que la prece- 
dente ; enfin , la derniere , la plus longue des trois , 
etait de 27957 jours. 11 serait done impossible de rien 
conclure sur les retours futurs de cette comete a sou 
perihelie sans le secours de la the'orie , et la determi- 
nation des perturbations qu’elle eprouve par Taction 
des planetes pent seule nous mettre en etat de pre- 
dire Tinstant de sa prochaine apparition. 

II Taut, pour cela, commencer, comme nous Tavons 
vu n’ 39, par de'temTiiner le mojen mouvement 
diurne de la comete au pe'rihelie de 1 789 , ce qui 
exige que Ton calcule les alterations qu’ont subies les 
eleraens de son orbite pendant la perlode de 1682 a 
I ySg- Les seules planetes dont Taction sur la comete 
ait pu etre sensible dans cette I’evolution sont Jupi- 
ter, Satume et Uranus. Les memes planetes ont en- 
core influe sur son mouvement dans la revolution 
subsequente; mais dans Tahnee 1759, la comete s’e- 
tant beaucoup approchee de laTen’e, il est devenu 
indispensable d’avoir pgard a cette nouvelle plaa^e 
dans le calcul des perturbations, et Ton verra, en 
effet, qu’il en resulte une diminution de <}uelques 
jours dans la duree de la periode que nous nous pro- 
posons de determiner. Nous n’aurons done a nous 
occuper, dans ce qui va suivre, quede Taction per- 
turbatrice de ces quatre planMes : les calculs qui en 

9 - • 
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r&ulteront exigeraient des de'veloppemens tres eten- 
dus; mais comme ils ont ete faits avec beaucoup de 
soia par M. Damoiseau , et que nons avons eu recem- 
ment I’occasion deles reprendre en entier et d’ennre'- 
rifier I’exactitude, nous nous bornerons ici a indiquer 
la marche etles resultats de ces calculs, et nous ren- 
verrons, pourles details, auMemoire deM. Damoi- 
seau, qui a merite le prix que I’A-cademie de Turin 
avait propose en 1812 sur ce suj et , et qui est im— 
prime dans les Memoires de cette Academic, pour 
I’annee 1820. 

42 . Dans le calcul d es perturbations qui se rapportent 
a la revolution de 1682 a lySg, nous regarderons 
I’orbite de la comete comme une ellipse dont le grand 
axe re'pond a la duree observe'e de cette revolution, que 
nous supposerons de 279^7 nommant done 

2a cet axe, et N =: 4 le moyen hvouvement diurne 

qui lui correspond , on aura 

N = ^ = 46%39oo 9 , u = 18.0186. 

Les autres elemens de I’orbite qui se, rapportent tant 
au peiihelie de 1682 qu’a celui de 1789, resultent 
directement des observations faites a ces deux epo- 
ques. Nous supposerons, pour partir des memes don* 
nees que M. Damoiseau, 
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En 1682. 

♦ 

Instantdu passage auperihelie 1682. i5"*’'',24oo2(*) 
Rapport de Fexcentricite au demi 


grand axe 0.967629 

Lieu du pe'rihelie 3o2°55' 

Longitude du noeud I 5i.i6 

Inclinaisoa de I’orbite 17.56 


Sens du mouvement , retrograde. 

En 17^9. 

Instant du passage au perihelie 1 759 . 1 3 ”“", 08976 
Rapport de I’excenti’icite au demi 


grand axe 0 . 967554 ‘ 

Lieu du perihelie 3 o 5 ° 8 ' 

Longitude du noeud ascendant. .... 53.58 

Inclinaison de Forbite * 7 • 4 ^ 


Sens du mouyement ^ retrograde. 

Pour apporter dans les calculs le plus de pre'dsion 
possible , il sera bon d’einployer, dans la premise 
xnoitie dela revolution de 1682 a 1789, les demens 
de Forbite relatifs au perihelie de 1682, et dans la 
seconde , les elemens qui se rapportent au peribsli^ 
de 1759. ; . ;;i 

line s’agit plus maintenant , pour deterpainer le 
prochain retour au pdihelie de la cometeld^H'jSg , 
que de substituer, dans les formuli»ld.fttchapitre 
■- ^ . 

(*) Le temps esLp^tout expriime '4ii ’jduVs moyens compt^s 
cle minuit a#wteribi|H de Paris, ■ ' 
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troisieme, les valeurs numeriques precedentes, a 
la place des quanlites qiii les representent , ainsi 
que cclles qni se rapportent uaiqueraent aux pla- 
netes perturbatrices , et qui seiont donnees par les 
tables astronomiques. Lorsqu’on aura ainsi determine 
les alterations diffe'rentielles qu’eprouve chacun des 
elemens de I'orbite paj.’, I’action des forces perturba- 
trices, on aura, pai; Ja formule (P), les alterations 
totales de ces elemens , correspo»dantes a une va- 
riation donne'e de I’anomalie excentrique. Dans Tap- 
plication de cette formule, on fera varier Tanomalie 
(pi:ceutrique de degre en degre pour Jupiter ; nSais 
comme les autres planetes que nous considerons 
ex?rcent sur la comete des actions beaucoup moins 
sensibles, nous ecarterons davantage, dans ce cas, 
les ordonnees de la courbe par^bplique, et nous fe- 
rons jarier cette anomalie de dfiux degres en deux 
degrds pq»jc ,§^q|;t\e et de &i:^ degres en six degres 
pour Uranus. 

45 . Pour donner un exemplc de ces calculs, propo- 
st)ns-nous de determiner les alterations des divers dle- 
niens de Torbite resultant de Taction de Jupiter sur la 
cotnbte pen.dant lapdrioded®>i682 k iy 5 g, et corres- 
pondanl a un are dbritid d^ iTanoriialie excentrique. 
Par les tables de Delambre, on aura 

j Anomalie moyenne de 'y; alt moment 
! ’ ^du perihelie.'d&la c6mbt8>en 1682. 291° 17' 

lieu de Taphelie. 189.16.46" 

Upgdude du nmud ■ • ^ • 97.15.54 

Inclinaison de Torbite,, VP. . .#^1 . 19. i 5 . 
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Eq CQosiderant le triangle int^reepte sur la sphere 
celeste j par I’ecliptique et les orbites de, J upiter 
de la cometc , on trouvera aisetnent , d’apres les don-^ 
nees precedentes , 

Lieu du noeud ascends de sur 

I’orbite de la comete 54° 1 2' .1 o" 

Lieu du noeud ascend, de la comete 

sur I’orbite . 1 . 54* lO-Sy 

Inclinaison mutuelld des deux orbit j i 8 » Sa . 29 ; . 

d’ou Ton conclura d’abord 

. .. ' i .V, . ■ ' ■ ^ 

X... Ill® 19' 10", 7... iS^Sa'ag". 

Si de la longitude de I’aphelie de Jupiter , on retranche 
Tangle 54° 10' Sy", la difference sei’a-la quantile qu il 
faut aj outer aux anoi^ialies vraies de cette planete , 
corapte'es de Taphelie, pour avoir sa longitude comp- 
tee du noeud ascendant de son orbite sur celle de 
la conike; cet angle sera donc aiiisi de 1 55*^ 6^ 9", • 
Cela pose, on aUra pour determiner les coordon-^' 
nees, de. la comke rapportees au plan et au grand axe 
de son orbite, ainsi que le temps e'coule depuis 
passage au perihelig de 1682, les ibrpiules suivantes^: 

.r= 18.0186. cos '17^.45552 ; 4-^4747 • 

« =(444',63q7 i) . (m — o .967629 . sin n); 

et pour determiner les coordonnees jdqfcj^|an^te per- 
turbatrice,rapporte'es au ipeme pl^p ptfu merae ax9^ 
on aura 
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sc' = (o. 563567). r' cos {v — (o. 88 1 4 y 6 ). / sinV, 
j' = — (o . 93 1 568 ) . /-'cos 0' -f- (0 . 5440 1 8) . r' sin p', 
z' = (o. 5235 oo)./sinp\ 

Ces formules donneront les Taleurs des coord on- 
nees cc,f, sc', f', z' et du teftips t correspondant a 
un arc quelconcjne d’anomalie excentrique compris 
enlre o et 180®, Supposons qu'il s’agisse de determi- 
ner ces valeurs relatives a lepoque qui ye'pond au 
dixieme degre de-cette anomalie, enfaisant u=io°, 
dans les premieres formules , on aura d’abord 

T 

X = 0. 30954-, = 0.78966, Jf = 2&',9272. 

On calculera ensuite le lieu de la planete relativement 
a la m^me epoque. < 

* On aurA,‘‘par les tables de Delambre, en n’ayanl 
egwd ^’^ f ^nation du centre et a la variatibn se- 
cMaiVd 


Anomalie fnOy.T^auperih. 29,1° 17' 

Mouv. m. p.; la" d’auoi.exc. 2*34,: 

Ano.moy. Tppoui-l’ii^.donl • 295 ‘. 4 i' . . 5.56639 

Equation du centre^ . . . . is 55 

Anomalie vraie de^"^ 298 . 36 

Const, a ajeut^-aux; anom.YY. >^ 5 .... 6 ^ 

■ '75'fl|2V’- ' 


d^Hfe fernnA^s'i^bi'd’dtehni coord.on- 

fliiilil^-lAplanke pei'tdrbatnce, on sufeiitue ces va- 


leurs, on trouvera 
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3c'= — S.oSoga, j^' = o.564yo, z'=i .64761. 

A I’aide de ces yaleurs et de celles de x ety , on for- 
mera aisement les suivantes : 

^=5.60497, X=o. 003342, Yt =. — 0.004854. 

II ne s’agit plus naaintenant que de subslituer a la 
place dex, j, X et Y leurs valeurs nume'riques dans 
les formules du n* 62, apres les avoir reduites en 
nombres. Reprenons d’abord la formule (7) qui de- 
termine I’alteration du niojen mouvement, m' de- 
signant iei la piasse de Jupiter ; on aura 


et cette formule, en y substituant 1° ou 0.017453 a 

la place de du, et multipliant tons les termes par 

36o X 3600" 1 'j • j j • 1 

' 365 3 563^ pour les redmre en secondes , deviendra 

rf7i'=(o",-73668) .sin «.X— (0", i85g2) .cos «. Y. 

Si I’on fait les memes substitutions numeriques dans 
les formules qui donnent les alterations du perihelie 
et de I’epoque, et qu’on reduise en secondes tOtis 
les termes , on aura . 4 

= (i 3', 7 7075) .J" . {xY — -yX) ■. — ( 1 5", §o^36) . rX , 
di—dc^==-(o. 25238) .ii«--r(6",7_2583|r.C^^ 

Au moyen de ces formules^ teijKspwt: 10° , on 
trouve 1 



i38 


THfiORIE ANALYTIQUE 


dn—-^- o'ooo 5868 r , tdnr=-\- o^o \ 6975, 
da>'=' — 0,089835, di — <ia)=+o,o 586 '{ 6 . 

44 - Onpourra calculer, de cette maniere, les valours 
successives de dn, Jaujti'jjdepuis o jusqu’k i8o degres 
d’anoraalie excentrique; en partant ensuite des ele- 
mens de 1759, et faisant wnegatif, on calculera les 
liiemes valeurs depuis u=o°jusqn’a k= — 179°; on 
substituei'a ensuite ces quantites dans la formule (P), 
et des resultats ainsi obtenus on formera le tableau 
suivant : 


Resultats de Vintegration par quadratures des altdin- 
tions differentielles du mojen mowement , du p6ri~ 
helie , et de Vanomalie mojenne , presentant les 
alterations totahs de ces dlemens^ depuis 168a 
fuEspih ■ 


ll Manet. fdn. 





-fo" 3 i 579 ^ “f 882a" 34 — 5a86".98 +14109" 3 a — -aGS^Bo +2078"59'+i6i87"9i 
5 + 0 . + •7 3 5 ^ Ha + ‘ < 1 -^ 9 a , 7 1 + 36 J , 6 (r+ 517,71 

^ +ov;^ii3i3^fl7 367,b3jr^ ^ ^ i9>83 4- ' 4- 



g>TT»l*T>rt1 


1 J 

.4Ss 

45^ 

00 

4*14494976 

- 366,34 

+a 535 ,i 7 

+17039,93 


' ^ J’aide de valj^lirs , if eit facile de detCTminer 
re mbjen mbuTemeht diufne’de la cbmete at instant 
dit 4 |MSsa;gie awipeiibelie db lySgi. En efTet, siiidans 
requation 
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C = Ni+/rfC, ’ 

on suppose 

C = 1296000", f=T=27957#, fdC=-hx j 02 g%g 5 , 
on aura 

N = 45",78o5r. 

C’est la valeur du moyen niouvemeiit diurne au 
perihelie de 1682 ; en nommant N' cette valeur au 
perihe'lie de 1769, on aura 

N' =2 N +/dn = 46", 14.1 43. 

De la d est aise' de conclure les valeurs des demi 
grands axes a eta' qui re'pondent aux inemes epoques; 
on trouvera ainsi 

a =18.1782, a' = 18.0855. 

45. Avec cette valeur de on pourrait recommen- 
cer le calcul des alterations des elemens de Torbite pen- 
dant la periode dei682 a 1759,6! Ton obtiendrait sans 
doute des resultats plus exacts encore qwcfles pre'ce- 
dens ; mais. la longueur de ces operations et le peu 
d’eflfet qu’on en doit attendre font qu’il y a bienpeu 
de ealculateurs qui soient tentes de I’entreprendiae, 
La valeur de a' , jointe aux valeurs des autres ele- 
mens de I’orbite relatifs au perihelie de 1769, loui'nit 
toutes les donuees necessaires a la determination des 
perturbations de la comete pendant la periode qui 
s’ecoulera de 1769 jusqu’a sa prochaine apparition. 
M. Damoiseau est parti, pour ce calcul , des elemens 
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suivaus, qu’il a sans doute jnges plus exacts que ceu3C 
que nous avons rapporte's plus haut. Cette precision, 
qui estpeuimportante lorsqu’on se propose seulemen t 
de fixer le retour futur d’une comete a son perihelie, 
le devient beaucoup lorsqu’il s’agit en meme tempS' 
de determiner les ele'mens de son orbite a cette 
epoque. 

Elemens de V orbite en lySg. 


Temps de passage au perib. lySg. 
Rapport de I’excentricite au demi 

grand axe 

Lieu du perihelie 

Longitude du noeud ascendant. . . . 

Incljuaison de I’orbite 

Demi 


0.967705 
5 o 5 “ i 4 ' 

53.48 

17.40 

18.08327. 


, En dcterrniaant ensuite les alterations de ces ele— 
mens, pendant laperiode commfenc^e en 1 759, par des 
operations semblables a celles qui ont servi a calculer 
leurs vakurs'pendant la periode de 1682 b x 759 , e t 
en rectifiant, pour plus d’exactitude, I’ellipse de la 
coraeteide So en 3 o degres d’anomalie excentrique , 
le memeastronome est arrive aux resultats suivan»'» 
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Resultats de Vintegration par des quadratures des 
alterations differentielles du moj’en mouvement, 
duperihelie et de Vanomaliemojenne,- presentant 
les alterations totdles de ces elemens depuis 
, jusqu’au prochain retour de la comete. 


Planet. 

)erturb. 

fdn . 

tfdn . 

ftdn . 

/ dtfdn . 

f da . 

fdt — J ' da . 

M - 

V 

-+•0" 439 1 53 

4i2299"36 

4 i 238 i "88 

— 82"$2 

— 836^56 

4 I 624" 75 

4-i54i"23 

?? ! 

—0,089998 

— a 52 o ,58 

— 3781,82 

41211^24 

— 83,64 

4- 751,75 

+1962,99 


4-0,008482 

4 a 37, 56 

4 i 35,83 

-h 101,78 

— 31, 5 o 

4 107,48 

4 209,21 

A.lt. tot. 

4.0,357637 

410016,34 

- 4 -, 8785,89 

41280,45 

—941,70 

42433,98 

+3714,43 


46. II est facile maintenant de fixer I’epoque du 
prochain retour de la comete a son perihelie; cn 
effet, si dans I’e'quatioti 

on suppose 

^=36o% t=T, N'= 46 ", 14142 et/^if=+57i4%45, 
on aura 

r = = 28087/, 56 — 8o/,5p =28^>Af/.>o6. 


Ainsi I’interyalle comprisentre le passf^ge au peri- 
helie en 1 769 et le passage suivant ;S@*a.de 28oo7/,o6, 
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ce qui, a compter du i 5 mars ij 5 g, donae le ly no— 
vembrepour I’instantde ce passage. 

Nous n’aYons point eu egard dans la determination 
precedente a Taction de la Terre qui, par sa proximite 
de lacomete. en lySq, parait devoir influer sur la 
duree du temps periodiqne pendant la revolutioi^ 
suivante. BurcTart a fait ce calcul ( Connaissance des 
Terns pour i8ig), etil a trouve que cette action al— 
terait de-j-o", 02679 ^ moyen mouvement 

diurne de la conike au pe'rihelie de 1769; en sorte 
qu’en dorrigeant d’apres ce resultat les valeurs que 
nous avons supposees au mouvement moyen et au 
grand axe de Torbite a cette e'poque , on aurait 

N'= 46", 16821 , <3^-= 18.0763. 

Telles sont done les valeurs qu’il aurait fallu em- 
ployer daps |e.fialeul d^s perturbations de 1 769 a x 835 ; 
mais 1^ difi'er^n.ces qui en proviendralenl dans les 
resultats que nous avons presente's seraientsans doute 
peu conside'rables. En substituant pour N' sa valeur 
precedente , on aura 

T = = ^807 , ?6 - 80; , 45 = 27990/ , 8 f . 

Ainsi Taction de la Terre aura pour effet de dlmi— • 
nuer de 16 jours a peu pres la dure,e de la revolution 
que la contete aceomplit en ce moment, ef son passage 
au perihelie aura lieu le 3i,2 octobre i 855 . 

; Sa Ton cqmpare.fe dtireeid^iJa revdiuiion qde nOxus 
V^a^’iii’examiner a oalfe de l® ;r^yo>lutipn qui I’a 
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pr«k:ed^e, on voit cpi’elle la surpasse de 54 jours a peu 
prk , en sorte que la revolution actuelle de la coniete 
est la plus longue de celles qui ont etd observees de- 
puls 1 55 1 . 

47 . Determlnons maintenant les e'lemens de I’or- 
, bite a 1 epoque du passage de la comete au perihelie 
en i835. 

En designant par N^' le raoyen mouvement diurne 
a cette e'poque, et par d' le demi grand axe qui lui 
correspond, on aura d’abord 

N" = N' + fdn = 46",52585 1 7 , 98555 . 

En calculant ensulte d’apres le.s principes precedent 
les alte'rations de I’excentrlcite, de I’inclinaison et 
du noeud, dues a Taction des forces perturbatrices 
pendant la periode de 1759 a i855, on forme le ta- 
bleau suivant. 


Alterations de I’ecccentricite et des quantiles qui de- 
tenninent la position de I’orbite^ pendant la periode 
de 1759 a i855. 


Plan^tes 

perturbatrices. 

fde. 

fdp. 

fdq. 


^ 0.09034621 

— 0.00012^1 l5 

— o.ooi 5 j ;885 


-1- o,ooou870 

1 — O.OOQI004I 

— Oi ©602^994 


— 0,00002407 

— O.OOOOOC82 

-f- 0. 000025 x 6 

SSEEBBSBSS 

— o.ooo 25 i 58 

— ,000139838 

— 0.00194366 
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En partant done des e'lemens relatifs au perihelie 
de ij 5 g qui ont ete rapportes n° 45 , et en nommant 
e' le rapport de rexqentricite' au demi grand axe en 
1 835 , on aura 

e' = e + /ife = o . 967453 , 

et la distance perihelie sera 0 . 58552 , a la meme 
epoque. 

Les deux e'quations 

tang sin a =77, tang(pcosa = 

donneront ensuite, en observant que sin a doit etre 
de merae signe que p et cos a, de meme signe que q , 

<p=8'i4", a = 2i5°44'o'. 

Les angles <p et a representent I’inclinaison de 
1 orhite vraie de la comete et la longitude de son 
nceud ascendant sur le plan de son orhite en 1759; 
pour en'COttelurC la position de cette orhite, par 
rapport a lecliptique, conside'rons le petit triangle 
forme par les plans de I’ecliptique, de I’orhite de la 
comete en 1759, et de son orhite vraie; design ons par 
A , B , 1 80° C les trois angles de ce triangle, et par <2, 
h, c les c 5 tes opposes a ces angles, C e'tant I’inclinai- 
son de Eorhite vraie de la comete a lecliptique, et b 
I’arc compris sur ce plan entre cette meme orhite et 
1 orhite fixe de i On aura dans ce triangle 

i -,.- .. cos C coslAxos. — cos b sin A sin B. 

Tinclinai- 
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rot. de rorbite vrafe sm IWbite fixe, B sera une 
tres pehte qaaatite, et Ton aura, a trbs peu pres, 

COS (] — cos (A -f- B cos c), 

et par consequent 


C — A -f- B cos C ; 

on aura cnsuite 

sin C • 

Observons maintenant que Tangle « determine 
precedemmenbest suppose coinptddu pdrihelie de la 
comete et dans le sens de son mouvement; la longi- 
tude du noeud ascendant de Torbile Traie de la co- 
niete, sur son orbite fixe, coraptee du mdme point 
clans lordre des signes sera done i44''i6'. Si I’ou 

ajoute cet arc a da longitude du perihelie en inSq, 
et quon en retranche la longitude du noeud a la 
meme epoque, Tangle qui en resultera sera la lon- 
gitude du noeud ascendant de Torbite vraie de la 
comete sur son orbite fke, comptee du ncend ascen- 
dant de cette derni^re orbite sur Tecliptique, an-le 
cjue nous avons designe par c; on am'a ainsi ^ 

A=i7»4o', c = 33°42% B = 8'i4', 
d’ou Ton con dura . ^ ? 

Inclinaison de Torbite sur Teclip- t 
tique, en i335 ou C- . .c J . . . 

Mouvenient direct du noeud^astidii^ ^ • 
dant^ sur Tecliptique ou ^ . . , , . 

Tome IT . ' 
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Eaajoutant a I’alleration du noeud 
la precession des e'quinoxes dansl’intervalle de 76 ans , 
on aura sa variation par rapport a I’eqninoxe mobile. 

Nous avons trouve precedemment pour la variation 
de la longitude du perihelie 

/c/6) = — 94 i",7- 

Get angle est compte, comme Tangle a, du perihelie 
de la comete et epi sens inverse des signes; la longi- 
tude du perihelie , coniptee du noeud ascendant de 
Torbite, est done augmentee de 94’‘^^7 mou- 

vement propre de ce point pendant la pe'riode de 1 769 
a i 835 ; mais dans cet intervalle la ligue des nccuds 
se rapproche du perihelie , et la m^me longitude est 
diminuee du mouvement du noeud ascendant sur 
r^cliptique projete sur Torbite primitive de la comete. 
En d^siguattt done par g la variation totale du pe'ri- 
helie par rApport au noeud, et en employant les 
denominations precedentes, on aura 

g = f dco — h . cos A , 
d’ou Ton conclura 

Distance du noeud ascendant au pe- 
rihelie 249“ 27' 20*. 

Au moyen deS valeu^S pre<^deatea> et en partant 
des ilei|ien? dela cpnj^te.relatifs au perihelie de 1 769, 
on a forme le tableau suivanb 
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ijlemens de la comete en i 835 . 

Instant du passage au pe'rihe'lie 5 1,2 octobre i 835 . 


Demi-grand axe 1 7 . 98355 

Rapport de rexcentricite au demi 

grand axe... 0.967455 

Lieu du pe'rihe'lie sur I’orbite 3o4°34' 19" 

Longitude du noeud ascendant. ... 55. 6.5g 

luclinaison i7.46!5o. 


Sens du mouveinent retrograde. 

Determination des perturbations de la coinete 
periodique de 5 “"', 3. 

4 ^* Cette comete parait aToir etc apercue pour la 
premiere fois dans les anne'es 1786 et 1795; mais les 
observations faites a ces deux e'poques ont e'te' ou trop 
inexactes ou trop peu nombreuses pour en conclure 
I’orbite. Nous partirons done ici des observations re- 
latives a 1 8 o 5 , et nous examinerons les perturbations 
de la comke depuis son passage au pe'rihe'lie en i8o5 
jusqua I’epoque actuelle. 

Dans la premiere pth'iode, e’est-a-dire dans I’in- 
tervalle e'coule entre les passages au perihelie en 
i 8 o 5 et en 1819, on peutregarder I’orbite comme unc 
ellipse dont le grand axe re'pond a la dui’ee mojenne 
des quatre revolutions que la comete a acconiplies 
dans cet mtervalle, et que nous supposerons de 
I SOS', 687. On aura ainsi, en nommahtrt le demi 
grand axe de I’orbite et N le mojen mouvement 
diurne , au perihelie de i8o5 


ro. . 
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• N = ;J^=-076-,69=5, »=3.=.45o7. 

Dans le calcul des perturbations de 1819 a 1822, on 
peut regarder Torbite comme une ellipse dont le 
grand axe repond a la duree observe'e de cette revo- 
lution, qui estde i 2 i 2 ', 742 , et Von aura pour cette 
periode 

— io 68",6525, a'=2.2256oo. 

1212,742 

Nous ferons observer toutefois qu’il serait plus 
exact d’employer a la place de ces valeurs celles du 
moyen mouvement et du grand axe resultant dn 
calcul des perturbations precedentes. 

Le tableau suivant presente les autres elemens des 
orbites elliptiques.conclues.des observations de i8o5 
etdeibig. 
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tlons du mouvement de la comke, de i8o5 jusqu’a 
1822. Da partagera a cet effet, comme prededem- 
ment , la courbe decrite par la comete ea parties pour 
ebacune desquelles on determinera I’effet des forces 
perturbatrices, sur chacun des elemens de son of- 
bite, et Ton aura ensuite par la formule (P), n® 34, 
les alterations totales decesele'menscorrespondantes a 
Pare d’anonaalle excentrique que Ton aura considere. 

Dans Tapplication de cette formule a la comete 
dont il s’agit, il suffira de faire varier Fanomalie ex- 
centrique de 10“ en 10° j dans le cas cependant ou la 
planete perturbatrice s’approchera beaucoup de la 
comete, comme cela est arrive dans la revolution de 
1819 a 1823, relativemeut a Jupiter, il sera bon 
de resserrer ces intervalles et de faire varier I’ano- 
malie excentrique de 5® en 5°. 

, Jupiter, la Terre et Venus sont les seules planet es 
qui aient pu avoir quelque influence sur le mouvement 
de la comete pendant la periode de i8o5 a 1822 ; en- 
core poiirra-t-on se contenter de considerer I’actioo. 
de ces deux dernieres planetes dans la partie seule- 
ment de cette periode ou la proximite de la comete 
a rendu leur influence plus sensible. 

49. Le tableau suivant presente les resultals du: 
calcul que nous venons d’indiquer. 
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Alterations du moyen mouvement et de Vanomalie 
moyenne pendant la periode de i 8 o 5 a 1,822. 


Periodcs* 

Intervalles 

ofeserve's. 

Planetes 

pert urbatr tee's. 

/dn. 

M- 




-j- 3^^5889 
— 0, i 3 i 3 

+ i 5859"38 
— 476,76 





5 en 1809 

iSo 5 h 1819. . 

48147,746 - 

1 cn 1818 

— 0, iio 5 

— 4.97 


j 

’ $ en 1809 

1 

0 

0 

CO 

-f- 64^01 



eni8i8 

+ 0,0735 

- 5,14 



i’otAL. .... 

4 - 3,2914 

+ i 5436,52 



r ' 

— ,"4349 

0,0716' 

- 9939 " 38 

+ 81,26 

1819 h • 

12127 , 74 a . 

- $ en 1819 



Total 

- 7,3633 

9858,12 





Designons fespectivement par n, n', n" le moyen 
inouvcment diurne de la comete aux perihelies de 
i 8 o 5 , i8ig et 1822 , et par T et T' les intervalles de 
temps qui se'parent ses trois passages en ces points. 
Par le calcul des perturliations de la p^iode de i 8 o 5 
a 1819^ on aura 


. !? X 4-1 5436 ,52 =,o^6»^6g25-3",2o6i= 1073", 4864, 
d’ou Ton conclura 


72'== 1075^^4864 + 5 ', 2914= 1076^7778, . 

7/'= 1075^', 4864+ 5^;'29 i 4 — 7 ^'^ 5 () 35 =;i ^4^* 
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Par la periode de 1819 a 1822, on aura 

-# • 

=. , 668",6525 + 8 ",f 288 =io 76 ", 78 i 5 , 

n— io76",78i3 — 7 ", 3633 = io69",4i8o , 
n = 1 076", 7813 — 3", 2914 = 1073", 4899. 

Si I’on reunit les deux pe'riodes precedentes, en 
remarquant qu’au perihelie de 1819 on avail 
7/= re-|- 3 ", 29 i 4 , on trouve d’abord pour I’altera- 
tlon de I’anomalie moyenne , dans I’interyalle qui 
separe les perihdies de i 8 o 5 et 1822, 

i 5456",52 4 - 3 ", 39 i 4 ’r^' — 9858 'j,,i 2 = 957 o"i 02 ., 
ot Ton en conclura! , . • : 


» = ’ — = 1075", 0745- i", 5877=1 073", 4868, 


rl — 1073", 4868 +• 3")29 i 4= 1076’, 7782, 

?»"= 1073", 4868+3", 2914 — 7", 3633=1069, 4 i 49‘ 

En rassemblant les valeurs precMentes de cliacune 
des quantile's n, n', if, cpnclues des trois passages 
observe's, on aui-a 


Periodes. 

i 8 o 5 a i8ig 
1819 a 1822 
i 8 o 5 a 1822 


r^. 5 '| 864 ; 


107 

1073/4868 


1076,7813 

1076,7782 


i‘o6^,|i8o 
1*^9, *4149, 


Les differences o",oo 55 , o",o 63 i fe'tb",o'oo 4 de ces 
valeurs sont de Toi 4 're dps quanfft|s^^ 
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Au mojen des resultats precedens, concluons des 
passages observe's en i8o5 et^Sig, I’^^ppque du re- 
tour "de la comete en 1822. On a, relativement a 
cette periode, n' == 1076^7778, par consequent, 

T' = ^80° 4- 9858_,£2 _ ,2o3/_5gi -f-9/,i55= 1212^', 746. 

n 

Les (Observations ont donne T' = 12121,742,- on ne 
pouvalt attendre de la theorie une plus grande 
precision. 

Les perturbations de la comete pendant la periode 
de 1819 a 1822 ont e'te, comme on voit, tres con- 
siderables, puisqu’eiles ont retarde de neuf jours sen 
passage au perihelie. M. Enke est le premier parvenu 
ace resultat, qui I’a mis a nieme de fixer a I’avance 
I’epoque du retour de la comete a son perihelie err 
1822. II annonca en im^ine temps que, d’aj^res sea 
declinaisons , elle ,ne serait pas visible en Europe , 
et que, pour , 1’, observer , il faudrait se transporter 
dans I’hemispbere austral. La comete, en effet, 
revint air perihelie en mar 1822 , el c’est d’apres les 
observations faites a Paramatta, dans la Nouvelle- 
Hollarrde, qu’on a conclu les ele'mens de son orbitc 
a cette epoque. 

5 o. fin partapt de ces elemens, que I’on frouVera 
plus bas, nous avons calcule les alterations du mojen 
mouvement et dcP Papomalic moyenne, pendant les 
debs' periodeS suivantes. Dans cet intervalle, la co- 
ine|:e n’egrquve que. de tres legeres perturbations, et 
ron^t,;|ar conse'quent, attendre d’autant plus de 
precisidh lesSesultats qui sy rapportent. 



» 
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Alterations'^ du niojen mouvement et de Vanomalie 
mojenne de 1822 a 1829. 


Periodes. 

Iniervalles 

observes. 

rianiites 

[icrturbatriccs. 

fdn. 

1 

fdZ- 

1822 h 1825. . 

12117,290 

•ur 

-f- o"7026 

+ 38 i" 4 G 



^ Z en i8a2 

0 
o' 

1 

— 56,90 

a I 


Totjll.. 

-f 0,6532 

-f" 324,56 



1 ^ 

— 0,4390 

— 702,42 

1825 h 1829., 


1 

•4- 0,0256 

-f- 10,43 



$ ea 1828. 

— 0,0986 

— 6,90 



Total . 

— o,5i2o 



En nommant n'" et re*' les vVleurs du moyea mou- 
vement diui'ne aux pe'cSielies de 1825 et 1829, T", 
T"' les durees des revolutions de 1822 a 1825 et de 
1825 a 1829, et prenant pour re* la valeur moyenne 
io 69 '^ 4 '‘ 5 S qui resulte de la comparaison des trois 
pe'riodes calculces precedemment, on aura 

, 360’ — 324".56 . „ 

T — ii =12 II •',8766 — o43o35 = lan^S^Si. 

^ 1 M . 

Les observafions de M. Valz donnent T"= 

Pour concilier ces deux rcsultats, ^ faudi^i{jresque 
doubler I’alteralion de I’anomalie moy^ni^e pendant 
la periode que nous considerons , ce qui paralt inad- 
missible. 
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II s’agit maintenanl de determiner I’epoque du 
retour de la comete en 1829. On aura d’abord pour 
le mojen mouvement diui'ne au perihelie de 1825, 

7^= 1069", 4 i 58 + o ",6552 = 1070", 0690, 
et par consequent 

T"= = 1 2 1 i 7 ,i 364 + 0^6531 = 121147895. 

n 

Get intervalle compte a partir du 16,7856 sept. r825, . 

epoque du passage au perihelie, repond au 1 0,6731 
janvier 1829, qui sera I’instant du prochain retour 
de la comete en ce point. 

On aura pour cette epoque 

Ti” = io7o",o690 — o",5i20= io69",5570. 

Quant aux autr^s elemens de I’orbite , le tableau sui- 
vant contient les alterations qu’ils eprouvent dans Ics 
quatre periodea que nous venons de parcourir. 

« 

Alterations de V excentricite , du perihelie ^ du nceud 
et de Vinclinaison de Vorhite de i 8 o 5 a 1829. 


Pci’iodcs. 

Alteration 

cle 

rexcentriciic. 

AUdration 

dcla long! lull. 

da perihelie. 

Alteration 

dolalongittitl. 

da noeud. 

Alteration 

dc rinclinais. 

do Forbite. 

i 8 o 5 ^ 1819 

-f- a, 0019950 

-t- 5 ' to" 

— 

-f- ^ 

'^19^1822 

0.00890S8 

9.41 

— 10, So 

-i. 16. 8 


' •Jh a.oo 645 oS 

4 - o.j 5 

— o.io 

+ t • 4 


— 0.0002920 

+ 1.19 

— 0.39. 

— 0.55 
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Les alterations des longitudes du perihelie et du 
noeud sont comptees dune equinoxe fixe ; si on leur 
ajoute ii'o^'pour la premiere pe'riode et 2' 46* pour 
Ics autres , on aura leurs valeurs par rapport a requi- 
' noxe mobile. 

En partant des elemens calcules d’apres les obser- 
vations de Paramatta, on a forme, a Taidedes resul- 
tats qui pre'cedent, le tableau suivant qui presente 
les elemens elliptiques qui repondent aux cinq pas- 
sages au jperihelie, observes dans Fintervalle de i8o5 
a 1829. 


Passage 

au 

Perihelie. 

Moyep 

mouvem. 

dinrne. 

, Dead 

grand 

axe. 

Excemric. 

Lieu 

du 

pci'ihe'Iic. 

Lieu 

da 

noeud. 

Inclinais. 

|i8o5, uov. aa,oo6 

io73"4S77 

2,218912 

0,8464567 

166043' 0" 

334° 1 8' 29^' 

i3<>35'44" 

|i8i9,janv. 37,;752 

1 

1076,7791 

2,214388 

0,8484517 

1 56 . 6g . I 

334.27.36 

i3.38.33 

jiSia, tnai, 2j,494 

1069,4*58 

2,224542 

0,8445470 

157. 11.29 

33 {.19. 32 

l3.22.25 

- 

1825, sept 16,784 

1070,0690 

2,223636 

0.84^9784 

157.14.30 

334-22. 8 

i3.23.29 

^iS^Qjjunv, 10,573 

1069,5570 

2,224346 

0, 844 ( 586 aj 

157.18.35 

334.2/^.15 

13.22.34 


Si Ton comparq les ele'mens relatifs aux per|yjl#s 
de i 8 o 5 et 1819 a ceux qui re'sultent des observ^ations 
faitosa ces deux epoques, on voit qu M s¥&6^dent 
d une maniere satisfaisante , les plus ^^tods ecarts 
etantdune minute sur la longitude du perihelie, de 
cinq sur celle du noeud, et de deux, sur Tinclinaison 
de Vorbite. Mais on pourrait jugcr cacorc mleux Icur 
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precision en calculant, d’apres ces elemens , quelqti 
lieux de la comete a diverses epoques , que Ton coixi- 
parerait ensuite a des lieux qui auraient ete directe— 
ment observes. 

Comete penodique de 6"", 7.. 

5 1 . Les perturbations de cette comete, depuis sa dei — 
niere apparition en 1826, et I’epoque de son pro- 
chain retour au perihelie, ont ete determinees pax* 
M. Damoiseau ; nous nous contenterons de rappOJ? — ■ 
ter ici le re'sultat de ses calculs. 

M. Gambart a fixe les elemens elliptiques de Tor — 
bite pour les e'poques de i8o6etde 1826, en suppo — 
sant la revolution mojenne de la comete dans cot 
intervalle de 2460’, ainsi qu’il suit : 

1806. 1826. 

Pass, auperih., janv. 2,4807 mars. 18,9683 

Excentricite 0.7470095 0.745784s* 

Lieu du perihelie ... 09° 5 i' 32" i09°52'35'' 

Long.dunceudasc.. . 25i.26, 9 25i.i5.iS 

Inclinaison 1 5 . 55 . 1 5 i 3 . 58 . 4 S 

Demi graiiid axe S.BGjoS. 

, . En partantde ces, elemens, M.Danioiseaa a troiivtS, 
les alterations du moyen mouvementiet diC) l’a~ 
*^m?die . moy enne , pendant la periode d# 1 80G - 

, ■ ' , ■ , 
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15 , 


Alter, du moy, mouv. 

' Tf + i "4497 

S 4-0, i8i f 

D — OfOSij 

4- i"599i 


Alter, fie I’anom. moy. 

+ o“ 45 ' 59 '' 94 
4 - 0.22. 10, 'J 2 
— o. 2.45,95 

4-1” 5 ^'V- 


Si Ton (lesigne done par n et n les moyens mou- 
vemens diurnes de la comete aux perihelies de 180S 
et de 1826, I’intervalle entre les deux passages e'tant 
de 7580^,4881 , on aura 


36o'>x 3-,”5'4",7« V'r" r- 
” -■ p8^88i = ® 46 ,2652, 

n'— 8'46",2652 4- i",599i = 8'47",8643. 


En calculant ensuite les alterations des memes e'le- 
mens pour la pe'riode commence'e en 1826 , le memc 
astronorne a trouve 


Alter, -du moy. mouv. 

TP + 5 " 5745 

J + o, o532 

T) — ^ o, o 5 i I 


Anomalic moy. 

4- i°28'5o"94 

— 0 . 0 . 54, 69 

— o. 3.14, 83 

4“ i° 25 ' I "42. 


Soit T I’intervalle de temps inconnu qui s’ecou- 
lera entre le passage de,la comete a son perihelie cn 
1806 et sonprochain retour au meme point de son 
orbite , et soit n' le moyen mouvement diurne a 
epoque, on aura , 


300 *^ /Is ' 7 ’ i 

T = . ’ ■ =24555 1 762— 9/, 6642^14^/, 5 i 20 , 

n"= 8' 47", 8643 + 5",5766 = 8' 53 ", 4409. . . . . - 
L’effet des forces perturbatrices -diminuera done de 
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9*,6642laduree dela revolution actuelle de la comete, 
et si Ton suppose qu’elle ait passe au perihelie le 
18,9688 mars 1826, son prochain retour a ce point 
aura lieu le 27,4808 novembre i 832 , annee qui 
sera reraarquable par les reapparitions des deux co- 
metes a courte periode de 1819 et de 1826. 

Void le tableau des alterations qu’eprouveront les 
divers ele'mens de I’orbite pendant la periode actuelle. 


de la long, du noeud sur I’ecl. — 5 ” i 3 ' 45 ^' 
de la longitude du perihdie. . -f- 5.i3 

de rinclinaison de I’orbite. ... — 20 . 2 

de I’excentrlclte -f- 0.0047388. 


On voit que Taction des forces perturbatrices est 
surtout sensible sur le mouvement des noeuds de Tor- 
bile. La grandeur des alterations que sublssent les 
divers elemens de Torblte .pendant cette periode , 
tient a ce que Jupiter s’approchera beaucoup de la 
coraete en mai i 85 i , etqu'il exercera, pendant quel- 
que temps sur elle une influence considerable. 

En partant des elemens de 1826, rapporte's plus 
haut, on a forme, a Taide des resultats precedens, le 
tableau suivant : 

Siemens de la comete en i832. 


Passage au perihelie 1 832 novembre. 27^,4608 

Excentricite 0.7517481 

Lieu du perihelie. 109" 56 ' 45 " 

Longitude du noeud ascendant 248,12.24 

Inclinaison 1 3 . i. 3 . 1 5 

Demi.guaqd axe 5 . 53683 . 
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LIVRE QUATRIEME. 


Du mouvement de rotation des corps celestes. 

Si la figure des corps celestes etait cellede la sphere, 
ils tourneraient uniforme'ment autour d’axes inva- 
riables; mais nous avons dit que la force centrifuge, 
due a leur mouvement de rotation, abaisse leurs 
p61es et releve leur equateur. Les forces qui les ani- 
ment ne passant plus par leurs centres de gravite, il 
en re'sulte, dans leurs axes et dans leurs vltesses de ro- 
tation, des variations qui fixeronl specialement notre 
attention dans ce livre. Ici la loi de la pesanteur uni- 
verselle ne se manifesto pas par des effets aussi pre- 
cis et aussi sensibles que dans le mouvement de 
translation; elle est subordonnee a la figure du corps 
sur lequel elle agit, a la matiere qui le compose, aux 
asperites memes qui herissent sa surface. Son action 
est difficile a salsir au milieu de tant d’obstacles quik 
modifient , tandis que dans le mouvement des centres 
de gravite des corps celestes autour du Soleil , les 
effets de toutes ces causes secondaires se perdent 
dans les espaces immenses qui les se'parent, pour ne 
plus kisser apercevoir que ceux qui dependent de 
leur tendance mutuelle les uns vers les autres. Ce- 
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pendant Tinfluence de cette grande loi de la nature 
n’en est pas moins admirable dans da question qui va 
nous occuper; elle lie entre eux des phenomenes qui 
sans elle paraltraient n’avoir aucune analogic. Ainsi, 
comme nous I’avons dit, les mouvemens des axes de 
rotation des planetes ne sont qu’une consequence de 
I’eUipticite de leurs figures, et Ton verra que les 
rapports qui peuvent exister entre les durees de leurs 
mouvemens de revolution et de leurs mouvemens de 
rotation les modifient encore d’une maniere parti- 
culiere. La pesanteur universelle, appliquee a cette 
nouvelle classe de phenomenes, non -seulement ex- 
plique d’une maniere tres simple plusieurs points 
importans du systeme du monde , que robscrvation 
avaitde tout temps revelesaux hommes, mais dont ils 
avaient jusque la vainement cherche les causes; elle 
donne encore lemoyen de cjllculerles lois de ces phe- 
nomenes, avantage precieux, parce que, comme ils 
procedent avecune extreme lenteur, on ne pourrait 
les determiner directement que par des observations 
separees par des milliers de siecles. Enfin, la theorie 
du mouvement des corps celestes autour de Icur 
centre de gravite a pour nous cet interet special qui 
s’attache a tout ce qui nous touche de prks; elle 
fournit plusieurs donnees importantes sur la figure 
et la nature du globe tei’restre, et des renseigneniens 
precieux sursa stabilite. 

iL’analyse que nous aliens pr&enter est generale 
efepeut s’appllquer a thus les coi'ps du systeme solaire; 
^Citt’est que le developpement des considerations 
exposees dans le chapitre III du livre 11, et par les- 
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quelles nous ayons ramene a un seui et m^me prln- 
cipe la determination de toutes les inegalite's planc- 
taires. Malheureusement , dans.la question qui nous 
occupe, les observations sont bien en arriere de la 
theorie. On concoit en effet , combien elles deinandent 
, de precision et combien, k la distance ou nous somnies 
des corps celestes, il est difficile de sai.sir des pbe'nol 
menes quise passent pour ainsi dire a leursurface ; aussi 
ce nest encore que par rapportala Terre eta laLune 
que Ion esl parvenu k rendre les observations assez 
certaines pour les comparer a la theorie. Nous exanii- 
nerons en particulier les phenomenes relatifs aux 
mouvemeus de rotation de ces deux planetes, et ils 
servirorit d’applicatjon aux formules generales qui 
seront developpees dans le chapitre suivant. 
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CHAPITRE PREMIER. 


Integration des equations differentielles qui deter- 
min^t les mouvemens des corps celestes autour de 
leurs centres de gravite. 

I. ReprenOHS les trois Equations (B) que nous 
avoBS trouv^s n“ 5, livre II, pour de'terminer le 
mouvement des corps celestes autour de leurs centres 
de gravite : 

* , r dv dv\ , 

f dY dV\ I 

Biig' + (A. — C) .rp.dtz=.\^z — x. -j^ydt, \ ^A) 

7 P d^ dV\ , I 

Gc^r + CB — K).pq.dt — ' dx )' ] 

Dans ces equations, A, B, C repre'sentent les trois 
momens d’inertie principaux du corps , respective- 
meat relatifs aux axes des x, des/ et des z; en sorte 
qu’on a ^ 

A=S.(j)'“+zO'‘^™j B=S.(x“+z'‘).c?/n, C=S.(x‘“+/‘‘).(fm. 

ties trois qu^anlile'sp , q, rdeterminent a chaque 
i^i^tjla position de I’axe instantane de rotation par 
rajfiprt aux axes principaux, et la vitesse dp rotation 


% 
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autour de cet axe; ea sorte que si ron;dsesigae par a , 

^ , les trois angles que forme respectivement I’axe 
instautane avec les axes des x, des^ et des z, on a 

COStt=- ^ => COsff= ^ ^ COSy= ^ 

V +!7“+r’“ \/ 

et \/p* -f- exprime la vitesse de rotation au- 

tour du merne axe. 

Enfin V represente la somme des masses des corps 
agissans du sjsteme, divise'es respectivement par leur 
distance a I’element dm du corps attire, et multi- 
pliees par la masse de cet element ; c’est-a-dire que si 
Ton ne considere que Taction d’un seul astre L , qu’on 
nomme x' ,j' , z' les coordonneps de jCpt astre, et x^ 
J'/Z celles de Te'lement dm, rapporte.es aux trois axes 
princjpaux qui se croisent au centre de gravite du 
sphero'ide, on aura 


v=s. 


' l^dm 

v/ — -^0“ + (y — + (z-TT * 


4 ' 

le signe integral S se rapportant a Tdlement dm et 
aux quantites qui variant avec lui, et devant etre 
etendu a la masse entiere du corps attire'. 

Les trois equations (A)* sufEsent pour de'termjeer 
a chaque instant les mouvemens du corps m par rap- 
port aux trois axes principaux qui se croisent a son 
centre de gravite; mais pour connaitre sa position 
absolue dans Tespace , il faUt detetminSf encore la 
position de ces axes mobiles par rapp^ 4 trois axe.s 
fixes, ce qui exige Tintegi'ation iies trois nouvelles 


11 .. 
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equations suivant^s 

dcp — cos 9 . 5 

i3?9 = sin (p . gfC?^ ~ cos (fi .pdl, 
smh .d^'=.cos(p .qdt-\-&\n<p .pdt. 

Dans ces equations^ 9 tepresente I’inclinaison du plan , 
des xy sur un plan fixe, 4^ est Tangle que foi’me Tin- 
tersectlonde CeS deux plans aveO une ligrle fixe menee 
dans le second, et ^ Tangle compris entre cette inter- 
section et Taxe des x. Ainsi, les angles 9 et (p detex’- 
minent la position duplan des xy, que, pour abi’eger, 
nous appellerons desol’rtiais Tequateur du corps , et 
Tangle tp fait connaitre la position de Taxe des x dans 
cepTan. 

2 . On pent faire subir aux seconds membres des 
equations (A) plusieurs transformations qu’il est bonde 
connaitre, parce qu’elles nous seront utiles par la»suite. 

Nous remarquerons d’abord que, d’apres la valeur 
de V , on a 



dV 


dY 

/ 

xN 

t 

dY 

jr* 



11 

= z . 

■ d/' 

-7 

' dz'* 


dV 


dY _ 

/ 

dY 

/ 

dY 

z « 

a V 




• dt' ® ' 

‘ dx'^ 


d\ 


dY _ 

p 

dY 

/ 

dY 

X. 

■ df 

-jr- 


= 7 - 

dx[ 

— X . 

‘df’ 


Les equations (^A) devienUent par consequent 



Adp -f. (G — B) . qr . dt^ (^' . -dt^j 

" r iTV rlV\ I 

-b (A - G) . . -^J - di , J(B) 
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Les trois quantiles r sent donti^s cm fonctioa 
des angles <p , , 0 et de leurs di’fferentielles au moyen 
des equations (a). Pour introduire les memes va- 
riables dans les seconds membres des equations pre- 
cedenles, transforraons les coordonnees of , y’ ^ z\ 
qui se rapportent yiuix axes, mobiles des a?, des';^ et 
des 2 en d’autres qooi'donnees x, y , 2;, relatives a des 
axes fixes 5 prenbns pour plan fixe des x et des y le 
plan de lecliptique a line epoque determipee, ef 
pour axe des z une ligrie perpendiculaire a ce plan. 

On aura d’apres les formuJqsdu 3i, liv|:^e,|f^„, 

a/ =x.(cos9.sin%}'.siuip-f-cos4'.cosp)d-Y.^GC)s9.cos4<.sin^sin>4-cos^i) 

— z . sinS . sinfi, j., . !(> 

y =x. (cos6;«ii^4'.c6^^)-cos4.sir?f)'q*T. (cosS.cos^.tosf P) 

— j! . sin6 . cos?i, \ ' '■ 

s' = X • ® + T • sin 0 . COS'!” +« . cos 8, 


Si Ton substitue dans I’expression de V, a la place 
descoordonUe'es ar',y, z', leurs valeurs, elle devien- 
dra fonetibn des aqglps 4', 6 et des variables y ,* 
y, z, z, et commg qes^dei'nieres sont indepqnT" 

dantes -de ces anglesyen prenant la' difierentielle de- 
V par rftpport a <p,, y , 0 , OP ?ura 


yv , , dv , dv , dv ,, , , dv . dv ^ 


en desigtfant paV d'as', <;?y' et dV des ^^i^^ielles 
des coordonnees od > y j z^. prises en »e'^saibbvarier 
que les trois an^S, iffj &»" Si daws- Cette eqaatioa: 

on remplace Afc', A'j' , # 2 ' -pai>- te,iirs valeurs ainsi' 
d^terminees, et qti’ensuite on isompaa’e de part et 
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4’aiitwi, les cdefficiens de d<p^ de et de 
tronvera 

dN. , dv ,,, .,,,dY 

dip ‘ ' 

dV ‘ / /dV' , dV\, / , dv ,dv\ 

^ . 5?-^ * • ^V-dS~^’ d^'} ’ 

dvf- : /■ /ifW , ■■ v-dVv;; >■. -fl ■ r dY , dV 

JJ ='” •-■ •» — ■£• 

. . „ ./,dY j dY\ 

d’oufTf £sst aise de eohclilre 


y dx' "" dy'~ dp^ 

• ,d'^ ,>dY cQsp /dV , . dY\ , dV . , 

dd~'‘ dx'~ sin 9 • U 4 + ® • dp) + da • 

,dY ,iM.,>^lp-.YdY ■ ■ -dYA-.-dY, , 

dy sin 9 Vii’vf- dp J di ^ 

: ill r J Y *;f’ :i J- , 1 '1 : 

Sj I lipnl sid>atitfte, efes yajje^s dans, les «atjons (B) , 

qJl€S*de(viendij0&t , v , . . ' 

,[ 'd^P T,; '' ' ''"‘sm V y<dy \ ' . dY\ dY ■ ‘ ' 

B)K?n=l=i-^g *(5:^.d-cos9 . — J ^ .eosp,^ 

-o dq , Jobs'll fdY' .^ ■ . dY\ dY ., 

B ^^+(A_C).^r=^^.^ + tes9. -) + _ .sir 

f 

,jMl]l,esl5intiJileld’ol>se3Pv6pi|u^’#|v©^tjons€OiiBfirn 

naep^eiff des. 

s^ns dp/Sjll^e^^ ^ in^ni<e on, 

^ardi itfliis&guBe)de, ^pjigl^n’Uii de ces 
corps Xes nonyBao® astre^ qlJB IVn 
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cansiderera ne feront (jh’ajouter a la fboction V des 
termes semblables a ceux qu’a introdtiits I’action de 
I’aslre L, et il suffira dans le second cas de remplacer 
leurs masses L, L', JJ' , etc., par les elemens infini- 
, ment petits de ces masse.s. La fonction V sera donnee 
alors par deux integrations independantes Tune de 
I’autre, la premiere relative an spherdide attire, la 
seconde aux astres qui agissent sur lui. En faisant su- 
bir aux coordonne'es des astres L', L", etc., la trans- 
formation precedentcj on inlroduira dans I’expression 
de V les trais angles (?, 9, et en prenant les dif- 

lerences pai'tielles ^ ^ ^ relatives a ces angles, 

on formera les seconds membres des equations (C)i 
On doit done regarder generalement V comme tme 
fonction donnee des angles tp, 9^ qui renferme en 
outre le temps a raison du niouvement des astres qui 
agissent sur le sphe'roidej etl’on pent par conse'qnent 
supposer cette fonction developpee en se'rie de sinus 
el de cosinus d’angles multiples de (pj on concoit en 
eifet que si ron fait . . . 


et que Ton substitue pofur x* , z' leurs valeurs n° 2 , 
on pourra djevelopper. V ' en une serie semblable; en 
miiltipliant ensuite par dm chacun des teittids ‘He ce" 

developpement et en I’integrant, on artfa 

Y=S.Vdin ; et comme le sighe' S'iSiB'Jse rapporte 
qu*a la molecule dWi, et que- les “fMi^lkblBS (p, ^f,, & 
sont les m^mes pour toutes les Molecules du corps > 
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Cette integration n’alterera pSs la forme de la se'rie. 

Nous donneroTis dans la suite I’expression du dd- 
■ veloppement de V ainsi effectue; il suffira pour le 
moment d’en concevoir la possibilite'. On verra alors 

que les differences partielles de V sont de I’ordre ^ 3 , ' 

L, etant la masse de I’astre attirant et /•' sa distance 
a la mole'cule il.est facile de juger par la I’in- 
flucnce de 1 action des forces perturba trices. 

On pent observer encore que les differences par^ 
tielles de Vsont de I’ordre de rapjatissement du sphe% 
roide que Ton considere. 11 est evident en effetque, 

»i le^corpldtait spberique, la/foncf on V se re'duirait a 
upte quantite inde'pendante des angles (p , 4 , Q; et 
comme la figure des corps celestes est peu differente 
de la sphere , cette circonstance contribue encore a 
repdrotres petits Jes seconds membres des e'quations 
'P'jSttit de la iCpie I’on doit regardergeneralement 
contme'tr^. petites'Ies forces qui troublent le mou- 
yemept de rotation des corps celestes. 

4- Si Ton multiplie les e'quations(C), la premiere par 
p, la seconde par q, la troisierae par /■, qu’on les 
ajoute ensnite, et que dans le second membre des 
equations resultantcs on substitne pour^, q etr, leurs 

valeurs fircqs des equations (a), on trouvera 

4- 4. (A) 

equation serait une 
' les astres qui agissent sur le 

dtaient fixes; mais comrae ijscbapgept de 




I 
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position, lafonctionVcontient, onti’e les variables <p, 

, 0 , les variables x , v , z , qui dependent du n^0U'>' 
vement de ces astres j soit done 

la caracteristique ^ se rapportant uniquement aux 
variables (p, relatives aux de'p'acemens des 

trois axes principaux du sphe'rdide. En integrant 1 s- 
quation (l>) , on aura _ ^ 

;A;?*-f-By‘‘-{-C/'*==const. -f- 2 ./cf'V. (c) 

Cette equation renferme le principe des forces 
vives : nous avons fait voir en effet, n° 55,, livre I*', 
que la fonction Ap*ri-B( 7 *-j-Cr* exprimait la force 
vive du sphero'ide dont les trois momens d’inertie 
principaux sont A, *B, C, et dont + est 

la vitesse^e rotation autour de I’axe instantane. 

Si Top suppose done 

rr A/)* 4- B 2*4- Cr* 

, 

I’equation (c) devient 

T — /, d’Y = constante. 

En appliquant a cette equation I’analyse du n* i3, 
livre II, on en tirera trois equations epilogues aux 
equations (c) du meme numero. En effet^"^ q,-r e'tant 
doapes en fonctign (Jes variables leurs 

diffe'rentielles par lese'<piations(«)> .gn peut regarderT 
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Gomiiie une fonction de ces variables, et si pour abre- 
ger on fait ^ = 4%. en differenciant 


on aura 


d(p‘ 




d0' 


dp ' 


dT 


dT 


j . ^ j ^ dT , 


Lesf equations (a) donnfint 

p = ^|/'.sin9 . sinip — fl'.cosp, -j 
y — sinfl .cosp+0'.sinp, 1 (a) 

' r=;(p' •>{/'. cos 9. ^ 

Si apres avoir diffe'rencie ces valeurs, on les substitue 
daps le secpnd niepabre dO; I’.equation precedente, et 
qu’on compare ^suite les coofficisns de dp', d4', etc., 
Cette '^uattOn donnera 

=’ *' ■ f * 

dT dfT <iT , . fl . tiT . , dT ‘ 

d^~dr’ — ■^ + s>n9. cos (p. 

. dT tfr rfT dT 

di dq dp dp “ dp ” dq ’ 

dT dT r- / dT fiT\ dT-^ 

La valeur pre'ce'dente de T donne d’ailleurs 


1 ^ 1 - 


: 


' " «. 

dbners^si f : 


(c) ' dtt it® 1 3 , li,vre II;, deviennent 


/ 
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d . [sin^ . (Ap sinip + Bjrcos(p) — cosfl.C/-] JV 

dt d^’ 

^: . (^ , y . ! l-. ^^^^*^°^‘^^ -[cos9.(Apsinip+%cosip) +siii9.Cr].4' 

Ges equations sont identiques avec les equations 
(y) du n' i5, livrell, lorsqu’on suppose dans celles- 
ci V=Oy fl=V, et qu’on y remplace les differences 
partielles de la fonction T par leurs valeurs ; on pent 
par consequent integrer ces equations par le na&me 
pi’ocede, et comme ellesne sont qu’une transforma- 
tion des equations differeptielles (C), il e^t clair que 
leurs integrales conviendrqnt egalement a ces der- 
nieres, et reciproquement. Nous supposerons done, 
conforme'ment aux pr'incipes de la methode generale 
d’integration developpee dans le chap. Ill du livrell, 
les equations pre'cedentes, ou, ce qui revient au 
ineme, les e'quations (C) inte'grees dans le cas ou leurs 
seconds inenj%es sont nlils et nous avons vu n" 55, 
livre I", que cette irrte'gt’ation est toujours possible ; 
notjs ferons varier ensuite les constantes introduites 
par I’integration, de maniere asatisfaife encore aux 
m^mes equations dans le cas ou Von considere Fac- 
tion des forces perturba trices. 

II est bon de remarquer ici que nous avons suppose 
dans le chapitre cite que, £1, qui repre'sente I’integrale 
de la somp.ie des forces perturbatrices mullipliees res- 
pectiyigment par I’element de leur dirqction;^ est en 
effcf une fonction toijg.ours integr^hlej mais cette 
condition , qui n’est remplie ni dabs la question du 
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moiivementde translatiop, ni dans celle du motive- 
ment de rotation des corps celestes , n’est nullement 
necessaire et ne doit limiter en rien la generallte de 
cette analyse. II sufFit en eflfet, pour son exactitude, 
<jue les differences partielles de lafonction £1, qui r<»r 
presentenl les forces perturbatrices, soient une fonc- 
tion finie des variables <p, puisque ces diffei'exices 
■partielles entrent seules dans les formules des vaiuftf 
tions des constantes arbitraires, 

5. Keprenons les diverses integrales auxq[uelles 
nous sommes parvenus dans le 55, du !“■ livre, 
savoir , 


f 


Kap -f- -f- Ccr = 

ka'p+ B//< 7 + CcV= /3', 

Ap* +*By* -f- Cr* = k, 
q-’BY+C'/^ = k*; 

X/TE.Cdr 


^* 4 " ^ / - - -,-r 

V/ {A*— ’ 

n— f ' 

' J. (AvCrq. l/{ A*-H/i+(B^C).C,^}{-A“+AAqqC-A).C:;^' , 


Ges sept equations n’dquiyalent qu’a six integrales 
distinctes, et les quatre constantes jS, j8', j8", A sont 
iiees eijtre elles par Tequatipa dp copdition 


■‘■ •iestrois arbitraires /3-, /S', j0" determirient la posi- 
’tibtt dilplan principal de prp|^tion , en sorte q[;ue si 
lotf appfelle y son inclinaison Sur un pMn fixe queU 
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conque, etala loogitude de son noeud compteed’une 
origine arbitraire, on aura 

tanga = |., tang ^ 

' La constante h esl celle qui sert a completer I’in- 
tegrale des forces vives ; Ja constante I depend de la 
position du corps a un instant determine'; enfin, 
relatlvement a la constante g, nous observerOns que 
4, repre'sente la longitude de I’e'quateur du corps , 
sur le plan principal de projection, compte'e apartir 
de I’intersection de ce dernier plan avec le plan fixe, 
n“ 35, livre 1". On pent done, pour fixer les 
ide'es, supposer que — g estla valeur de cette long!- 
Wide a I’origine du mouvement, puisqu’i! suffit popr 
cela de le faire Commencer k I’instant ou I’inte'grale 
de layaleurde 4/ s’evanouit. 

Les inte'grales (d) suffisent pour determiner a 
ebaque instant la position du corps par rapport au 
plan invariable, en Sorte que si Ton designepar (p et 
6„ relatlvement a ce plan, les angles que nous avons 
norame's <p et 6 par rapport au plan fixe, on con - 
naitra par leS forniules pre'cedentes les valeurs des 
angles (p^, 4,» 6/ > > et a, et Ton de'terminera celles 
des trois angles <p, 4> les formulas du n* 35, 

livre I". 

Cela pose', concevOns qfie Ton veuille etendre les 
integrales prece'dentes aux equations (C), ou Ton 
considere Taction des forces perturbatricei* !^ trois 
arbitraires /S, /3', j0" ne seront plus constantes; le 
plan principal de projection que nottsavions considere 
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coinffl^ invariable n” 55, livre cite, cessera de I’etre, 
XTiais u conserveratoujours lapropriete d’etre a chaque 
instan^Ie plan par rapport auquel la somme des pro- 
jections des aires de'crites par les rayons vecteurs des 
elemens, du spheroide, multipliees par les masses de 
ces Semens, est un maximutnj les quatre constant's 
h, k, I, g, deviendront egflement variables, et I’oa 
d^teiminera les variations de ces differentes quantiles 
par la formule generale (D) , n° i8, livre II. 

Pourcela, il est necessaired’exprimerprealablemenl 
ces constantes en fonction des variables indepe'n- 
dantes du probleme et des quantiles s , u, qui 
• sont, comme on sail, des fonclions de ces variables et 
de leurs differences premieres. Dans la question qui 
npus occupe, comme dans celle du mouvement fle 
t ransl ation , les variables independantes sont au 
•nombre de trois : nous-avons'pris les trois angles 
lv'f®ut‘^esfV^aMesj> nous avoiis desSgne pour 
abreger parff';, 6' les differentielles (p, '4-, 0, 
diviseespar Jp, et par T la moitie de la force vive 
du spheroide ; on aura par consequent, n" 1 3, livre II, 

rfT ■ dT drr 

Nous won® trouve n° 4 po«r I’expression de T , 

1 — , 

on aura done en vertu des valeufs de 

* 4 -.11 . . ^ ^ j # 

dotinees dans le'meme numero, 
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. 5 = C/', 

M == (A/7 . sin (p + . cos <p) . sin 0 — Cr . cos 0 , ^ 

p=— ^A/j.costp + B^'.sincp, , 

d’oii Ton tire 

, A/7 = (m + ^ cos6).^-- t-COSfp, V 

By =(t/ + ^cos0}.^| + t'sin(p, r (^) 

Cr= s. 3 

Si dans les expressions des constantes /3, /3% on 
substitue ces valeurs, et qu’on remplace en meme 
temps les quantites a, i>, c, a! , V , c* , d' , b" , 
par leurs valeurs donnees n° 28, liv. I", ontrouvera 

^ =(^-fHCOS0).^— PCOS^^, 

, /3' = {s + WCOS0) . ~ -f- V sin 4., 

]S"= — u. 

En mettant pour /3, /3', j0', leurs valeurs dans 1^ 
equations \ on exprim^ra'les constantes a et ^ eri 
fonction des memes variables. On pourrait expriiner 
de meme les constantes ^ et A: en fonction des six 
variables (p, 4/, 0 , .f, UyV, mais il sera plus simple, 
de les regarder comme determinees par les equa- 
tions (dT) et (e) , en y considerant les quantites p , 
y, r, ^ , /3', jS" comme des fonctions donnees d^^ ces 
variables. Enfin, on substkuera sousle sign& iMS^ral 
5 a la place de C/* dans les deux detnieres equations (d), 
et en suppos&nt fe' integrations •^3fe!tueiass , On 
pourra regarder les sixrcoristiitites ifr, iif y, A, g, 
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comme exprimees en fonction des six variables (p , 4 , 
6, s, u, p. II ne restera done plus qua substituer 
• leurs diffe'rentielles partielles prises par rapport a ces 
quantlte's dans la fqrmule gene'rale 

M da db , 

’ ds'dp d(f' ds'^ du d’^ d-^’ du"^ dv' dCTb'Tv' 

pour avoir les valeurs des quinze sjmboles (A-, a), 
(/:, >), etc. 

6 . Pour suivre ici la meiue marcLe que dans la re- 
cherche des variations des eleniens elliptiques^ com- 
mencons par determiner les valeurs des quantites 

oil n’entrenl 

point les lettres / et g; et afin de simplifier ce calcul 
formons d’abord les trois combinaisons (/ 3 ,/ 3 '), 

/3*j; on trouvera sans peine 

(^, = — 0 , / 3 ').= / 3 ', 

Si Ton regarde dt et 7 comme des fonctions de /S, 
donue'es par les equations * * 

tang a =:^, tang 3 ,=sil£^^, 

on aura 

D’ailleurs k etant une fonction de / 3 , /S' , /3" dpnnee 
par I’eqpation k*=s=: ^'*4. ^ 
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(i',g)=(/ 3 '.| 3 ) .®+G 3 ", , 

et par consequent (/: , /3) = o ; on aurait de meme 
{k^ jS') = o, (Ji, /3’) =: o, d’ou Ton conclura ^ 

(A:, a) = o, (A:,»=0, j y ; 

La valeur precedente de tang).- donne 

cos>==-^; • ^ 


en observant^’ dotic que (ot, k) est nul par cfe qui pre- 
c^e, on aura sinaple^ent ji 




Or, 


” .1': r 

\llVii 


(«,i 3 ' 0 ==:(/ 3 ^/ 3 ' 0 .| 4 -(^^/ 3 ' 0 .$=cos*«.(^^^ 

done, , ,, ;V. i:;, ^ ^ I 


' t IC i §!* r ( 'tO* j <■ j r; iiti! >r' 

Si I’on combine la constante k avec les trois edns- 
tantes jS, j8', 0' , on trouvera - 


(^> frrr 9fi n; riO 

En effet, la c<mstanti?.^'V^p^,exqm^^^ be gO|^|e|tont 
qiie la variable lai lormule (C) n® id, Iivfe it, 

'd^^tjeCa '■ '■''!">< . i>l , 

.... V '.i ^ A I ; 34 '/ ‘.®fe I 'fU'Ai, ,• ■ 


Tome II. 12 
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Or, la constante ^ est fonction de , <},, r, et les va— 
huts 4'^) fte ces quantites ne conlieanent pas la 

variable; 4 . { on a donc-^ = 0, et par consequent 

o^ Qn.^jeut en conclure par analogic que 
(A, j8') et (A, iS") sont nuls pareillement j il est facile- 
d’ailleurs de le verified en calculant directenient leurs 

valeurs. . '• ■ ' ■' 

II suit de la que si Ton regarde k, a, y comme 

fonctions de /3, /S', /S', an aura 

Q},y)^-o. . 

Formons maintenant les q^at'rfe ri)iri^)inaisons (/,A% 
(/, k), (I, cf), (l^y) qui renferpient la constante I sans 

conteni^ la Cdns tante g-. ■ 

La sixierae des inte'grales {d) , en mettant ^ a la 
place 4e Cr sous le sigpe integral , 4eYient 

,, - f . '4' ■■■.•/„ .r/ .. 

\ y/'lB.Cds 

^ J y/ [C-fc*-BCA+(B-C).s“] . [-CA“+ACA4-(C-A).s“']' 

Si Ton suppose Tint^ation effectuee , cette equation 

jsy, I ■>, UliHiJciiiO'J ri ''■i’i'' 

Z = — t <L ' I ' 


On ^ etfpbdV' avdir lelf dil^^^ 

^ ;^'^|j1’^^ra'd^lijfferencj!qrsous^ 
integral le secobcf naembre de I’equation .{4')'f>4r 

rapport aux consta*ites{iA.et A. 

Lavaleur de Z Pe cobtenant qne la variable 5, en 
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la comMnant avec tine constante qiieltie^ngue h, et 
en faisanl d’abord abstraction des constantes A et ^ 
qu’elle renferme, on aura 

/ f 5 7 A _ 'dt . 1>\ r . 1 t ‘ . 

. 4^’ Ars - 5'. ■ ■ ■ : . 


Pour avoir egard aux constantes /let^, ilfaudrait 
ajouter ausecsppd «ier»b*«;les deustermes. 

Mais on pent s’en dispenser, parce que & devant 
prdsettfif* ’ftiitfe des qulertre-ConSMantes-^, k', -et^-yj-^es 
deux termessont toujours nuls'J . ' “ ' ’ . ’ ■ 

Substituons d’abord la constante A a la place de 

r ^’.'i .-i ^ 

o ; on a . 

■■■■ •> .ja'l 

Or V lies vateuB db 4i > ddbilM'* 'A i"!-nupb 

nun 


on aura par consdq«iiit'i> %■ 


'tn Uijii •! 




. h 


en yert^i dh k 

-!k.' ;i. i ^ i 

ua aura done, en observant que C. -r = t- , 

j; i r >: 

■;? : Hi ^ ' • 


12 , . 
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et par consequent 
, . (/,^) = -a. 

Les trois constantes jS, jS', jS' ne renfermant pas la 
variable il s’ensnii que si la lettre 5 represente 
une fonction quelcoriquede ces arbitraires, {l,b) sera ^ 
nul; on aura, done ainpi ' 

(Z , A:)'stsb , (Z , ct) = b , (Z 


Passons enfin an calcul des cinq combinaisons (g , h)^ 

qiii renferme la cons- 

tante g. , ; 

, la derniere ,'^es equatiqiM; (cl), en substituant s a 


la place de Cr, devient ; . ; 

’ ’ 

. r jc.(s’‘—ch). \/TE .ds 

J v/ iC/;“-BC/2-KB-C).sg[-Cit‘+AqfeTfCC-A)..s^ ‘ 

.'t Kj '.'V' V . 

Si Ton suppose rintegi^tion etfebtuee , cett^dquation 

donnera g en fQnctiquy de fj'yji ? j -hf en sorte. qp’ou 


aura 


; .,g-E=: — . (A, k, s). 


En la differenciant , on d’aUlejqi^ 

dg ^ it C s* “* CA) dt 

^ “^c. C*’— «“) ' 

On obtiendrait les differences partielles de g, par 
rapport a A et a A-, eq differenciant sous le signe inte- 
gral par rapport a ces' constantes. 

Cela pose, on aura relativement a une constante 
quelconque : 
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Si 




Nous omettons le terme (A:, b) . parce que b devant 

representer I’une des quatre constantes ctt y fb, , 1^ ce 
terme cst loujours nul. 

Pour former la quantite (4^ , i), il est necessaire de 
connaitre la valeur de 4/ fotiction des variables 
tp , 4 , fl , ^ Or nous avons trouve n’ 35 , llv. 11^ 

cosG = cos^ . cos6, — sin^' . sin 9^ . cos4, 
sin (4 ® ■“ 4^/ ■ 

On a d’ailleurs , n® 35 , livre II, 

k .cosy = ^"= — u, et A:. cos9^=C7-=5; 

les deux equations precedentes donneront done 


it*.cos«+Ms . , /£.sinC4— «)-Sih< 

Si Ton differende la valeur de cos par rapport 


aux variables ^ , w, 9 qu’elle renferme, et qu’on subs- 
titue dans le resultat pour sin 4/ , sa valeur, on trou- 


vera 


^ — 

u-^sdos^ 

ds 

. sin V;. sin 6 . sin (ip 


s 4- z^cos 6 

du 

. sin'^ . sinfl . sin (4^ — ^ 

‘^4'/ 

I 

d» ~~ 

sin y . sill (4^ — ^ » 


par consequent 
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,, + a. cos 9 db^ s + ucose d 

_j I dh 

~ sin y . sin ^4 — • a)' di>’ 

SuLstituons maiiatenant successivement dans [g, b) 
et (4y> ® place de la lettre b , les quatre cons- 

tantes h, k , a, y. 

On trouve ai^ement 

dh ds dh dh 

^ = 5^=-2.(pcos<)-ysin^); 

par consequent 


{g>^) 


air. (7z — cr^) 


28* 




L^s equations (§■) donnent ^ 


”1 


4 - 6' cos 9 . 

— sTiil ~ A/i.sin(p +B 2 '.cos If), 

h. sin 7,sin(4-^flt)==::^'*sini4'-*-^0icos4'=^r-*AP' sin^. 

! ■ » 

> ^ ^ ^ ' I IK ' 

L’expression de (4/j > au mojen de ces valeurs et 

en observant que k*-^s‘z=A’^p -[-^“'7% se reduit a 

7^ 2h.(.h.p^+Bcp) 2 .k.(h — cr“) 

Si Ton Substitue celte valeur dans I’exprekioa de 
(g, h) , on aura ' ' 


(4 


{§, h) = o- 
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Si Ton combine la constante g avec chacune des 
trois cotistantes jS , /3', qu on observe qu en 

vertu des equations (A) j on a 

5 + z^ eo£9 — jQ gin d. + /3' CO& 4 f 

s . sin d * ' 


on trouvera sans peine 

(4. . C4„ ffl = Tisv > (4,. (3") = »• 

La conjiantel etant regarcjee copame une fpnctlop 
/3 , /3', /S' donnee par I’egufiUon ^ • , 

on a 


(4/> ^)=(4/> p).^ + (4,, P, sixk’^ y ‘ 


y 


1 . 


par consequent, 

(4', A) 

La J’equatipq 


on aura 


(4;77 )— k sin? y 
par consequent , 


(4r7>)=^ 


eo« j/-’ 


sin y 


Enfm, la contantp ai^ptant 
tion ;• :.!• . ■" rJ 3”.t! ■ 


. :•!! 
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on aura 


tang«=:|, 




cos“i« /iS /8iS'\ 
k sin“ y'VF ’ ' 


c’est-a-dire 

(:4'y> *) = 

C^es Yaleurs substituees dans la formule (k) donne- 
ront, en remarquant que les constantes /3, /S', /S' ne 
contiennent pas la yariable^ , 


(g,k) = -.I, (g,Ct) = 0. 

II ne nous reste plus a former que la combinaison 
(g, 1); mais au lieu de substituer la constante / a la 
lettre b, dans la formule (4;)> il est plus simple de 
considerer cette constante comme fonction des va- 
riables Sf t des' constantes H', k, on aura ainsi, 


valeiy qui, e]| observant qqe {g,h)=o, (g, ^)=— r, 
(grs) = -~‘^,seredmta.'' 


is.i) 


dfr dl 


V r»|.‘ 


'i 




ne contiennent pas la variable cp ^ on t 
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dg dg dh ^ 

dp dh ' dp’ 

par consequent , 

, ,, dh dl dg , dl dg dl 

• Th^dk~^’dh ~~d]b’ 

en observant que ^ ^ ~ 

Pour avoir les differences partielles ^ 

dlfferencier , sous le signe integral , par rapport a h 
et a A , les valeurs de ces deux constantes ; on aura 
ainsi 

«??•_ r 1 1 r kk.(s’—ch).dt 

dh-~J iw'*' ‘7 (irW0.[CA“-ACA4-CA-C).*>] 

, , r '&h.{s’—Ch).dt 

+ “7 (p_s»).[CP— BCA + (B— C).s»]’ 
valeur qui peut se mettre sous cette forme 

. f ’ i- \-C . 

En differenciant de la mememaniCTe^ par rapport a 
k, la" valeur de I, on trouve 

d.l f Ckdt r CA tff 

dh~~' J CA“— ACA+CA— C) . «=* j CA'— BCA+ (B— Q,s*-' 

Ces valeurs, substitutes dans I’expression de (g, /)> 
donnent 

y. En re'unissant les valeurs des.quinze quantite's 
que nous venons de calcujer> on trouve 
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{h,l)^2, (k,g) = l, (^,g-)= 


^sin>’ A siny" 

Toutes les autres sont nulles , en sorte qu’on a 

(A, A)= o, (A> >)==o, (A, ct)=zo, {h, g)z=io, . 
{I, k) — o, (Z, >; = o, (Z, a) = o, (Z, ^) = o, 
(Z:,>) = o,, (A,a) = o, (^,a)=o. 

Au moyen de ces valeurs, il est aise de conclure, en 
vertu de la formula ge'nerale (D), Bt° i8, livre II, 

' dY 


dh = 


a.jj-.dt, 


ji dY , 

ctL tit • • ctt p 


dk 


== 

dg 



— H dt^ 

y 

OY 


h sTn y 

d y 

' h sin y ’ 

9 ‘dt f 

dy ' 



.dt, 


(P) 


j cosy dV , . 1 


da. 


.dt. 


' Cfi^.dqnatidns serviro-nta determiner* les variations 
que produit sur les six consftAMtfes arHtraires qni en- 
trent dai^i^ les equations du mouvepient de. rotation, 
I’action des.fcjrcesfcperturlratrices. . 

8. Ce qu’on observe d’abord en considerant les for^^ 
miiles precedentes, c’est la singuTiere analogie qu’elles 
ont avec celles qui ^%j|;»in(^t les variations des 
Clemens elliptiques des orb>iMs planetaires. On voit 
©sii j (jai®! ^ur- ’ les • refadr© identiques . atvec les 
formules (o'^’^idti n® 4t Jivre II , il suftt d© 
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changei’ dans ces demises, ^ en ■ — h, <p en et de 

prendre, an lieu de I’angle a, son supplement. (]e 
resultat remarquable tient a ce que les constantes 
,dont nous ayons fait choix ont une signification 
semblable dans les deux problemes. Ainsi, dans le 

mouvement de translation — et dans le mouve- 

ment de rotation h, sontles constantes qui equivalent 
a la force vive du systenie. Dans ce dernier cas, y est 
I’inclinaison du plan principal de projection sur un 
plan fixe , * la longitude de son noeud comptee sur 
ce plan a partir d’une ligne fixej de mdme dans le 
mouvement de translation <p est I’incllnaison sur ua 
plan fixe du plan de la trajectolre , qui est evidem- 
ment le plan principal de projection, et a la longi- 
tude de son noeud comptee sur ce plan, seulement 
cet angle n’est pas comple dans le menie sens dans 
les deux cas , d’ou resulte la difference de signe qu on 
reniarque dans 

variation de cet angle -‘ Z est la co|ist4nte ajoutee an 
temps t, et provient de ce qiie les equations diffe- 
rentielles du mouvement ne renferment, dans les deux 
questions, que 1’ element de cette variable; Aiepie- 
sente I’aire decrite pendant I’unite de temps, sur l^ 
plan principal de projection par le rayon vecteur de 
ckacun des elemens du corps en mouvement, rnulti-’ 
pliee par ia masse de cet element. Enfin , la constante 
g represente des quantites analogues dans les deux cas. 
* ^insi done les expressions des variations des cons- 
tantes ai-bitraires sont identiquenient les memes dans 
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le mouvement de translation et dans le mouvement 
de rotation, et les perturbations qu’eprouvent les 
corps celestes dans leurs mouvemens, soit autour du 
Soleil , soit autour de leur centre de gravite, se trou- 
vent ajnsi exprimees par les memes formules , comme <■ 
elles derivent de la nieme cause. Get important re- 
sultat nest pas sans doute ce qu’offre de moins re- 
inarquable la belle methode que nous avons employee 
pour determiner toutes les inegalites des planetes. 
Cette methode, qui re'unit dans une meme analyse les 
deux principaux problemes du systeme du monde, 
a de plus I’avantage de presenter sous un meme point 
de vue les difFe'rens effets que produisent dans les 
mouvemens de ces corps leurs attractions mutuelles. 
On voitque ces effets, qui, au premier aspect, parais- 
sent avoir si peu d analogie entre euxj se bornent a 
faire varier par degre's insensibles les arbitraires du 
mouvement; de sorte qffen introduisant ces arbi- 
traires ainsi corrigees dans les formules du mouvement 
qui aurait lieu, abstraction faite des forces perturba- 
triqes, on aura celles qui convienneut au mouvement 
trouble', et Ton pourra determiner ainsi , de la ma- 
niere la plus simple, la valeur des variables qui doi- 
vent fixer a chaque instant la situation du corps que 
Ton considere. Nous necraignons pas de I’affirmer, cet 
ingenleux pirocede danalyse , par sa generalite et par 
H clarte nouve^e qi^’U repand sm’ toutes les parties 

®st plus belle conception 
4^?! se soit enricbie fe*th(idrie du systeme du monde, 
imra decouvertes ae Ne^^tou. Cq 

grand geomMre nous avait montre quelles sont les 



f 

' DU SYS'r^ME DU MONDE. 189 

forces pi’incipales qui donnentle niouvementaux diffe- 
rens corps du systeme solaire ; Lagrange nous a appris 
a calculer Teffet plus complique des forces perturba- 
trices, et peut etre il a pose la limite oudevaits’arre- 
ter I’esprit humain dans ces sublimes reclierches. 

^ g. On peut donner aux formules (P) dlffereales 
formes en substituant aux constantes h, I, k, g , 
y, de nouvelles arbitraires, et en exprimaut leurs 
differentielles au moyen des differences partielles de 
la fonction V, prises par rapport a ces memes quanti- 
tes. . Remarquons d’abord que g designe dans ces 
formules, Vangle compris a I’origine du mouverneiit 
entre le,s intersections du plan principal de prqjectloii 
ayec le plan fixe et ayec le plan qui conflent les deux 
premiem axes princlp^ux dii corps ; est done I'ac- 

croissement de cet angle pendanlf lihsfanl i^/^.rnais 
I’intersection du plan principal de. projection avec le 
plan fixe est mobile , et cos y.dx exprime sbn mou- 
Tement pendant I’instant dt projete surde premier 
de ces plans. En deslgnant done par cw lajonpitude 
de I’inteiseGtioQ Petpiateur du corps averse 
principal de projeGtioft j'cette Ibn^tWe etant comptee 
sur ce dernier plan apartlr d’une ligne fixe, on aura 

da) = dg — cosy. da,. .j, 

En considerant d’ailleuK§. y, comme fonction des ar- 
bitraires oi et 6t on. trouye 


dg 


dj 

A’ 




Les trois dernieres formules (P) deviendront, ainsi 
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pa,r consequent 

+ S ‘ 

ou bien simplement 

= 2 . d'V , (Z) 

en designant par 1?. caractei'istique d', la diffe'rentielle 
de V prise en y faisant varier le temps t intro- 
duit par la substitution des valeurs des coordonnees 
-vf., 0 du corps ;tlont on considere la rotation, et 
en regardant comme constant celui que cette fonc- 
ti^on contenir a raigon du mouvement des astrsss 
attiraps. 

On doit observer d’abord que cette formuld pent 
s’obtepir directement et ind^pendarament de celles 
leg -varifttions d^s^aptres copstiintes; 
ejli. respite imniedlptenient, eu\«fet, de Jp; qup- 
trieme des Equations (<Z}, differencie6par' rappqr| epx 
variables pt, aux cottstantes qu’elle renferme, pour 
avoir egard. .aux forces perturbatrices, en observant 
qu’ott a, n° 4 > 

Apdp + ^cfdq + Crdr “ d'Y . 

t‘a ^eibat^e 'i’appli^^ au mouvement'de 

VradsMiotlV et^'eb’^4ndral au mouvement d’lin s^s^ 
qdelle que spit leuf liaison entre,eux^ 
*jpsqUb‘ 'fl|ultidi'‘d^: forces ’frivelira lieu danMaitt^ 
de sflS^ sollfcif^ que jpar ' rk^dtiott 

dijpi|rei^1;es pj^tiespt pM des fprcesdi- 
' rigS vda®^ efeptres feKeis.-.’Nops alfps mnintenant 
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4em0ntrer uoe propriete importante qui rdsulte de 
la formula (/c) , et qui coiisiste eh ce que la couslante 
h , devfeuue variable par I’actiou des forces perturba- 
trices, ne peut contenir le temps i que sous la forme 
periodique, lorsquela fonction perturbatrice V ne le 
contient que sous cette forme. 

En effet, lorsqu’on n’a egard qu’k la premiere 
puissance des forces perturbatrices , ce qui permet de‘ 
regarder comme cohstantes les arbitraires qui entrant 
dans V, si oette fonction ne contient le temps que 
sous- ks’-signes sinus ou cosinus, il est cfair qne 
la differenciation relative a t fera disparaitre tous leS 
tei'mes independans du temps , ou qui le contien- 
draient siraplementa raison do rhouvement des astres 
attirans; et par consequent > rin'kgration ne pourra 
donner, dans la valeur de A, aucun terme non pe- 
riodique ou -de la forme Nf qui croisse avec le 
temps r. , • 

II existe cependatot une eirconslartce oh ce* rds^- 
tat c«ssp|aitid’ivo^*' lieu> et qu’il'elt impdrlapf 
Baiiier f plkiQdtaiTe'''etf litfre ’ litt 
epifemplle; JPoiar eek , *shppoisdais; fei fohction V deve- 
loppee en serie dont les difterens termes soient de 
cette forme 

, j 1 : ■ ' *' ,* ; i;.L' ; ■ i if ‘J, f ‘ 

H et K etant des fonctions des arbitraires AV etc. ; 
Mangle nt etant le mojen mouvement de rotation du 
spbe'roide autour de son centre de gravite' et Tangle 

reffclemoyen mouvement: de T-Wi'Jiffifdiif, ret T des 
Tome II, i5 
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nombres entiers quelconques. II est aise de voir que 

ce terjue produira, dans dh, le suivant 


aH . {int — i'n't +K); 

sm 

et en Tintegrant, il en resultera un terme periodique 
dans h,a. moins que Ton n’ait int — i'n't = o ^ ce 
qui exige que les coefficiens n et n' soient commen- 
surables entre eux. Or, ce cas particulier a lien dans 
le mouvement de rotation de la Lune, altere par* 
Taction ‘de la Terre. Le moy^n naouvement de rota- 
tion de la Lune est exactement egal a son tnoyen. 
mouvement de revolution autour de la Terre, et ce 
rapport singulier produit, comme on le verra , le 
phenomene de sa llbration. 

1 1 . De'montrons que le resultat precedent subsiste 
endqre dans la seconde approxitnatiod?, Ton tient 
compte des termes dependans du carre des forces per- 
turbatrices, En effet, pour avoir dgard a ces teriiies^ 
il faut a la place des constantes h,, k, I, g-, y, 
substituer ces arbitraires augmentees de leurs varia— 
lipps det^rflainees par Tintegration des formules (P)j 
op anr,a aiwsi ^ ■ 




et , en ne considerant que les termes de Tordre di* 
carre des forces jjer^qrb?itrice^ ,^ 
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JTA, S'l, cT A, etc., leurs valeurs , on aura 

/dY rdV dV rdV j\ 

• , dV rdY., dY rdY , 

+ *•; * *-*:/ 3 -* 

' k sin y \dyj dg ■ dgjdy J 


k sin y 


f^. 

\dv‘J I 


:/s-4 


Pour avoir la’differentielle d' .S'\ , il faut difFe'ren-n 
cier Cette ?ypre;ssipn ,pa]^ rapport au temps t contenu 
dans les valeurs de <p 4 - cl'^» 4' ‘+*‘=^4> Q + 
c’est-a-dire qu’il faut , i°. differencier totalement les 
quantites reqferpides' 5 pus leg signes iptegrales, ce qui 
revient-,a effeeer les signer jO et alp^.cefte expression, 
sereduita zero ; 2°. differencier seulen|ent par rapport, 
au temps t coatenu dans les valeurs des variajsjgs, 
ip, 4? 6> les quantite's hors. du sigue /.iL’ejcp^rfiSgioa 
de cTV est composee de termes de la forjftie. 


■ . u -ya ■.?; -.i.-,..*.* I 

A et B pfetf^4y5 4e"^d^lfef^]^i)er en 

une suite de termes d^'l^ .'(if + 4" » 

dans lesquels Hy i, K sont des fonctions des cons^ 
tantes . ©toi y et des angles qui provif^ 

neat des mowvepiiSHS'dgs astres attirans. Soit' d®ttc 
H.. eos -p! »if 4*" K:)^wn terme queldonqwefdiiAj et 
soit H.' eos(jfi 4r mt 1© ferme G5®i?^espeNBdaWrt'de 

B qui a le meme argument, il faudrs jqa®i^o¥i-cdiii- 
bine ensemble ces deux termes pour avoir dans 
d'.(A.JB!s?f’4-B"./Ai/f)' di^s' ijuantiWs*nbn periodiiques. 

1 5.. 
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Or , on trouve ainsi 




— X [sin(/f+7n#+K) . sinC/i-f-z/zt+lO 




quantite qui se reduit a zero. 

U suit de la, par consequent, que si I’expresslon 
de V est periodique , la valeur de ne contiendra 
que des termes semblables, da moins tant qu'on 
ir’aura e'gard, dans les approximations, qu’aux pre- 
mieres et secotides puissances des forces pertur- 
bjftrices. 

On vbit que le resultat auquel nous sbmmes par- 
venus dans le cbapitre VIII, livre II, sur rinvariabilite 
des grands axe^ des orbites platidtaires, n’etait qu’un 
Cas’^Jtrticulier (Tune propriety g^herale'dont jbuit la 
t^arialibn: de la constante arbitraire qui entfe*(Iansre- 
quation dtes forces vives. . . - 

Dans le mouvement de rotation, h represente la 
force vive du corps en mouvement, et Ton a 


' + B9* + Of;:?® h. 


LeSitrois quaritites /?, y , r, sonl les vitesses de ro- 
tation du coyips autour des trois, axes principaux quf 
se croisent a,son centre de gravite, en sorte quesi 
I’gq nomm'©; f Yifesse du corps -siutour de son axe 
i^§tajntane de ijOfe^on'e>t « , e les angles qu’d forme 
a.^l5]es, %Qj^.j^^ierSiaxes.,;on; a. ■ • • :! - i • ; ■ 
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1 equation des forces vives deviendra done ainsi 

p* . (A cos” a + B cos* 6 -f- C cos* c) = A. 

* 

Le second raembre de cette equation ne contenant 
aucun terme croissant, comme le temps t, le premier 
ne pent renfermer non plus aucun terme pared , et 
comme tous les terraes du premier membre sont de 
meme signe, il s’ensuit que chacun d’eux n’est 
compose que de termes periodiques. 

On pent conclure de la que la vitesse de rotation 
et la pdsitipn de I’axe instantane ne sauraient etre 
affecle'es d aucune inegalite croissant comme le temps,, 
et que Taction des forces perturbatrices ne peut y 
causer que des Alterations alternatives dont la perlb.de 
dependant du mouvement du sphero'ide autour de son. 
centre de gravile , ou de celui des astres attirans dans 
leur orbite, sera toujoursassez courte. 

II faut remarquer ici que nous n’avons pas eu 
egard, dans la valeur de V, aux termes qui,pfQTieit- 
nent dd’fe^.atiatibi des eldmens des orblt^s Ses Asltres 
att)¥atisrf iflaut ‘d'dbc'Vfe&tremdre en ce sens , la gene- 
rallte d’es resultats precedetis.' 

Apres CCS resultats generaux, applicables a tous les 
coi’ps du systeme ^olaire, nous allons examiner en 
particulier les mouvemens de rotation de la Terre jet 
de la Lune. On verra qu ils pfdsentent tous deux des 
phenomenes extremernent importans qul, ^dbi’que 
tres differens, peuvent se deduire dir^Ct&tnbnt des 
fbrmules que'nous venons de develdj|^K 
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CHAPITRE II. 


Du mouvement de la Terre autpur de son centre de 

grantd. 

12 . Hipparque paraitetre le premier, parmi les as- 
tronomes, qui ait remarqueque les etoiles tie sont pas 
fixes, relativement a nous, et que leur position i-ap- 
portee a« pilan de I’e'quateur varie <^ns les difFerens 
siecles. Ea cornparant ses propres observations a celles 
de Tymocharis, faites i55 ans auparayant, il s’apercut 
que, dans ce mouvement, leur hauteur au-dessus du 
plan de I’ecliptique restait la meme, en sorte que 
leurs latitudes n’etaient point alterees, tandis que leurs 
longitudes, rapportees k Tequinoxe, augmentaient 
chaque annee d’une quantite a peu pres constante 
pour toutes les etoiles. 11 conclut de la que la sphere 
celeste a/un rpouvement autour des p61es de I’eclipti- 
que, d’qu. pesultent les changemens observes dans les 
ascension.? i^^oites et les declinaisons deS etoiles, et 
^rinvariabilite ^ leurs distances a ce plan, corprae 
j^bservatlqij^l’iYdique. Cop'ernic, gccupetoute sa vie 
.^^spbstituer '^puyemens apparens des astres , 
lews mouv.gppps. S’^els ift a re, dresser des erreurs nees 
des illusions ae nos sens et d’un sentiment exa- 
ge're de notre importance, reconnut que les memes 
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phenomemes pouvaient s’expliquer en supposant 
aiix p61es de la Terre un mouvement circulaire 
de rotation antour des poles de I’e'cliptique . Pen- 
dant ce mouvement, I’inclinaison de I’equateur a 
I’ecliptique reste la meme , mais ses noeuds , on les 
equinoxes, retrogradent uniformement de 5o" envi- 
ron par an , d’ou r^sulte par consequent un accrois- 
sement e'gal des longitudes des etoiles rapportees a 
ces points. C’est en cela que consiste le phenomene 
designe sous nom de la precession des equinoxes. 

L’hypotheSe de Copernic suffirait done pour expli- 
quer de la mauiere la plus simple les variations ob-’ 
servees par Hipparque dans la position des e'toiles, 
et conBrmefis par tous les astronomes qui sont venus 
apres lui. Mais les rapides progres de 1’ Astronomic 
depuis I’invention des lunettes firent bientot decou-' 
vrir de nouveaux phe'nomenes dans ces variations; il 
fallut, pour les expliquer, supposer divers mouve- 
mens a Taxe de la Terre , et c’est ainsi que Bradley 
fut conduit a la connaissance de leurs vendibles 
leiisi ^ 

Ce grand astronome, par la precision de ses obser- 
vations, reconn ut dans la position des etoiles une va- 
riation annuelle qu’il suivit pendant une periode de 
dix-buit annees , apres laquelle elles lui semblerebt 
revenir a la meme position. La coincidence de etftte 
periode avec celle du mouvement des ncetids de la 
Lune lui fit penser que I’axe de la TeFi% avait, 
par rapport aux e'toiles, un mouvenaemt ^riodique 
dependant de la longitude de ces' a^^ds; et pour 
repr^senter en consequence It Wil naouvement de 
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Faxe terrestre, il suppose que ]’extremjte de cet axer 
prolonge' jusqu’au crel, se meut sur la circonfe — 
rence d’une petite ellipse tangente a la sphere ce — 
leste , et dont le centre , qu’on pent regarder comrne 
le lieu moyen du pole del’e'quateur, estsitue sur un 
petit cercle de la sphere parallMe a I’ecliptique ^ 
et decrit annuellement d’un mouvement uniformes 

un arc de 63" sur ce cercle. ^’observation fait con 

naitre les dimensions de cette ellipse, et les lois dt» 
mouvement du pole sur sa circonfe'rence , d’oii re-^ 
suite dans I’axe terresti’e cette espece de balancement: 
qu’on a nomnie'e sa nutation. 

A,insi , I’observalion devan^a, sur ce point , la theo— 
rie, et tousles phe'nomenes qui dependent des depla— 
cemens de Faxe dela Terre e'taient parfaitement can— 
nus avant qu’on eul tente d’en approfondir les causes « 
Keplei: avait avoue I’inutilite de ses recherches a cet: 
egard, et c est a Newton qu’il etait reserve de nons 


montrer comment ils se lient, par la loi de la pesan — 

teuF universelle, aux autres phenonienes du mouwe 

mcnt des corps celestes, avec lesquels, jusque la, ils 
ne ,seiriblaieut avoir aucun rapport. Il fit plus, il 
essaya den determiner lea lois par . la theorie. Consi — ■ 
derant la Terre corame un sphero'ide renfle a son. 
equateuE, !! la suppose compose'e d’une sphere dont lo. 
diametre est Faxe des p61es, et de I’exces du spheroids- 
terrestre sur cette sphere dispose sous la forme d-un 


^'^tPOr ideApEijjequateur* Il regarde ensnit©- 

un astre adhe*.*- * 
Aitja r^volution-autour d:ieH© . 


6F: 




qouclut q.ue I’a^- 
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tion du Soleil sur chacua de ces astres , et par con- 
sequent sur I’anneau enlier, devait produire le nieme 
efiet que celui qu'il produit sur la Lune, et faire re- 
ti'ograder les nceuds de son orblte sur le plan de I’e- 
^cliptique. Le mouvemeflt re'trograde se communique 
a la Terre entiere , a cause de I’adherence de I’anneau 
a. la sphere qu’il entourq, et il s’ensuit que Fintersec- 
tion de Fe'quateur terrestre et de Fecliplique , ou la 
ligne des equinoxes, doit avoir, par Faction du Soleil, 
un mouvement retrograde cpmme les observations 
rindiquent; mais, quelque inge'nieux que soit cet 
apercu, .ily avait encore loin de la a une the'orie ap- 
profondie et complete des lois du mouvement de Faxe 
terrestre. Newton lui-meme se trompa en voulant 
les en de'duire par, d^s considerations purement ra- 
tionnelles, et Fanalyse, ce puissant auxiliaire de 
I’esprit humain, pouvait seule mqptrer,dans cette ques- 
tion delicate, Faccord parfait de la theorie et de Fob- 
servation ; mais il fallait auparavant eh reculer les 
limiteSiJP^Isi.njJift^^'nt Ja gJow d’yrEeiiiSsiyf,' fet laso-? 
lu-tion p«eblhtne de la pre- 

cession des e'quinoxes' doit etre regardee commeune 
des plus belles conceptions de son genie inventif, si 
Ton considere Finsuffisance des moyens qu’offraient 
alors^ po.ur cet objet I’Analyse et la Mecanique. 

D’Alembert explique par . la theorie des divers 
mouvemens de Faxe tertestre, par bapporl aux etoiles, 
^t montre que la nutation observee par Bradley en 
est une consequence immediate. Il delermineTe rap- 
port exact des deux. axes de la petite ellipse que decrit 
le p 61 e, et la loi de son mouvement sur son el- 
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lipse. En comparant ensuite ses expressions de la 
nutation et de la precession aux observations, il en 
conclut le rapport de la masse de la Luue a celle du 
Soleil ; mais il observe, en meme temps , qu’il sulB- 
raitd’un tres petit changemeift dans ce rapport, pour 
alterer considerablement les lois de ces phenom^nes. 
Enfin, il donne, d’apres les memes expressions, la 
loi de de'croissement de densitedes couches de la Terre 
et determine son ellipticite. 

Tels sont les principaux resultats de la theorie e'ta— 
blie par d’Alembert. L’Analjse , en se perfectionnant, 
a depuis permis de la presenter d’une maniere plus 
simple et de I’etendre a des points qui n’avaient point 
ete abordes par ce ge'ometre. 

Le premier de tous , par son importance , est la de- 
termination des mouvemens de i’axe instantane' de ro- 
tation de la Terre dan# I’interieur du globe. Cette ques- 
tion , eomme il est aise de le concevoir , est pour le 
moins aussi intdressante pour nous que celle ^ui a 
pour but de determiner les mouvemens de cet axe, par 
rapport aux e'toiles , la seule dont d’Alembert se soit 
occupe; En effet, si I’axe de rotation variait darts I’inte- 
rieuii de la Terre, chacun de eOSimouYemens ddplace— 
rait son equateur, et toutes lesdaititudes gdographiques 
eii seraieraty ^ la longtoe, sertsiblement altdrdes ; il y a 
plus, les mersj li’oubldes’ darts leur equilibre, sui- 
traient les ifidWBihcns de I’dquateur, et descendant 
vseirsla partie d® la Terre 'cpid'e’e^ abaissee sous ellee, 
fe^wraienfc* dtisl'fe parttd'' opposde de nouvelles rd- 
giwa’a decopYert^ Les’obsei'vatiorts, il est vrai,- 
fceri que Tax© terrestre n’est soumis h au- 
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cune variation sensible dans I’intervalle d’un^our et 
meme de plusieui's annees ; mais s’il etait sujet a 
quelque inegalile a longue periode du geni’e de celles 
que nous avons nommees inegalites seculaires, les ob,- 
, servations astrononiiques, qui ne comprennent encore 
qu’un assez court intervalle de temps, ne suffiraient 
pas pour rassurer sur les consequences de ces varia- 
tions , et ne sauraient rien nous apprendre sur leur 
marche. C’esldonca la theorie seule qu’il etait re- ’ 
serve d’eclairer cette grande question , et M. Poisson 
est le premier qui I’ait traitee avec tout le soin que 
son importance exigeait. 

II a montre , par une savante analyse , que Taction 
du Soleil et de la Lune n’introduisait dans Texpres- 
sion des variables qui fixenl la position de Taxe ter- 
restre dans Tinte'rieur du globe , aucune in^galite a 
longue periode que la suite des siecles puisse ren- 
dre sensible , meme lorsqu’on a egard a la seconde 
puissance des forces perturbatrices. II en est de meme 
de Tesprfe^ouvd^ yitesse rotation do la 
autour de cet ajse.- rysulte qi^’ cette vitesse est 

constante , et que les poles de rotation et Tequateur 
terrestre sont inallerables a la surface de la Terre. 

Nous confirmerons , d’une maniere nouvelle , ces 
deux resultats iraportans; nous examinerons ensnije 
les mouvemens de Taxe terrestre par rappopt anx 
etoiles, et nous deduirons des formules exposees dans 
le cbapitre prece'dent, les e'quations tres sim|des d’ou 
dependent les lois de sa nutation et de la precession 
des equinoxes. 

La dur^e de Tanuee, qui se mesure par le retour 
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du Soleil au m^rne eqxiinoxe on au meme tropique, 
serait constante si le moiivement des equinoxes etait 
unifoi’me, mais ses inegalites doivent le faire varier 
dans les difFe'rens siecles. Cette longueur est plus 
courte lorsque le inouvenient s’accelere ; c’est ce qui" 
arrive actuellement , el la dure'e de I’annee tropique 
est de nos jours moindre d’environ lo" qu’au temps 
d’Hipparque. La meme cause, joiate aux variations 
de I’oMiquite de I’ecliptique et de la precession des 
equinoxes, introduit des ine'galites dans la dure'e 
du jour moyen solaire, et leur de'termination serait 
importante si el les pouvaient devenir sensibles, parce 
que toutes les tables astronoiniques e'tant calculees 
dans Thypothese d’un jour moyen constant, les lon- 
gitudes et les latitudes qu’on en deduirait ne s’ac- 
Corderaient bientdt pins avec celles qui resultent de 
I’observation directe. II etait done important de s’as- 
siirer par la theorie de I’invariabilite du jour moyen 
solaire, et nous verrons, en effet, que ces inegalites 
ne s’e'levant pas a quelques secondes en plusieurs 
millions de sircles, ieur consideration est a peu pres 
inutile aux astronomes. 

Enfin, pour completer Texposition analytique des 
phenOm^nes de la pi'dcesslon et de la nutation , nous 
rfe'duirofls 6n nombres les formules qui les deter- 
minent , en exnployant les donnees les plus exactes 
que nous ayons-sur les masses des planfetes , et nous 
fes Goraparerons - ebsuite k quelques observations 
ia®»»nes, qui , par leur accord avec les resultats de 
d®jformules , montreront la precision de la theorie. 

■lies' phlnEomenes de la precession et de la nuta- 
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tion dependant de la figure et de la constitution du 
spheroide terresti’e , il en resulte qu’on peut, au 
moyen de I’observatlon de ces phenomenes , etablir 
le rapport qui doit exister entre les lois de la den- 
site et de I'ellipticite des couches de la Terre. On 
'verra que I’ellipticite qui en resulte s’accorde tres 
bien avec celle qu’on a conclue des observations du 
pendule a differentes latitudes et des autres pheno^ 
menes qui en dependent. Les lois de la precession in- 
diquent de^plus une diminution dans la densite des 
couches du spheroide terrestre , en allant du centre 
a la surface; resultat qui s’accorde avec les expe- 
riences de Cavendish, sur Tattraction des inontagnes, 
et avec les principes de I’hydrostatique qui exigent 
que si la Terre est suppose'e avoir ete originairement 
fluide, le& parties les plus denses soient en meme 
temps les plus rapprochees de son centre. L’admirable 
concordance de tons ces phe'nomenes si etrangers Tun 
a I’auti’e, montre evidemmeut qu’ils ont tons pour 
priiicipe 9 ?iqse, et Ton do^t 

umyerselle. 

i3. Pour traiter dans toute sa geta^ralite la question 
du mouvement de la Terre autour de son centre de gra- 
vite , nous supposetons d’abord qu’aucune force acce- 
leratrice ne trouble le mouvement de rotation result 
tant de rimpulsion. primitive qu’elle a recue, etnous 
verrons quelles ont d^ etre, dans 'ce cas\, les cir- 
constances initiales du mouvement, pour; que les x'e- 
siiYtats de latheorie s’accordent avqc les pljenbmenes 
observes. Nous considererons ensuite Faction pertur- 
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batrice du Soleil et de la Lune , et nous determine- 
rons les alterations qu’elle doit produire dans les 
niouvemens de I’axe de rotation de la Terre, soit 
dans I’inte'rieur du spheroide, soit relativement aux 
e'toiles. 

Les inte'grales {d), n° 5, s’appliquent e'videmmerit 
au cas que nous allots considerer, et les resultats qui 
s’y rapportent pourraient s’en tirer directement ,• mais 
il est plus simple de les deduire des e'quations diffe- 
rentielles dont ces integrales de'rivent. Reprenons 
done les trois equations (A) ; en faisant abstraction 
des forces perturbatrices, e’est-a-dire en regardant 
comme nuls leurs seconds membres, on aura 

A.dp A” ^ X ) 

B(i <7 + (A — (i).rp.dt = Of ^ (a) 

1 Cc&’ + (B :^a. ' 

L’axe-inistantane de rotation de la Terre s'eloignant 
tOTljodrS ti'^s pe?u de son troisieme axe principal, 
comme les obseryations I’indiquent ,pQiq soht de 
tres petites quantites dont on pent, sans erreur sen- 
sible, negligee le produit dans la derniere des e'qua- 
tidift preedd'entes , ce qui (failleurs est d’autant plus 
pdrmis’, ^u'd ta figurq de la Terre etant a tres peu 
pr^s della. ^’dn'sjjheroide de revolution, la difference 
B — A dea deux ' momens d’inertie B et A est aussi 
line fort petife^cftiantife'. Ce|te ' equation se recluit 
ajnsi a £^r== 6, ^^dii Ton tire /•==,«,. n dtant une 
cpnstante qui i^^rfeent'e, la ' vilesse moyennp 
laSpe de rotation de la Terre autbiir de son troisieme 
axe' principal . Si I’dn subslitue cette valeur dans les 
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deux premih’es equations (a) , on aufa 

Ac?y34-(C — B) .nq.dt=o, Bc?y+(A — C) .np.dt—o. 

On satisfaita ces deux equations, n° 34, livre I", en 
• prenant 

yP = K,,sin (re'f-j- s) , 9 '= iK.cos(ra'f + e) , 

K et 6 etant deux conslantes arbitraires , et re' et i 
deux quantites donneies par les equations 



/CC--A).(C-B) 




,(A— C).A 
(B — C).B' 


Determindns le's. mduyemens de Faxe de rotation 
dans I’esfiace. La seconde des equations (a) du n" i, 
donne 

d^ '- 

^ ^ Sin <p — p cos <p. 


Si ron.me'glig^, eomroe uous le faisons , les quantity 
tres petiil^ dqvigefoyi^MJdre, par rapport a p & qy. 
il suffira de substituer'pouiE dans cette equation, 
s,a. valaur independante de ces qiiantitds. La premiere 
dfes equations («) donne , dans ce cas, <?(p=rei«, et 
par consequent I etant une constaalq 

arbiti:air.e.,L’equatiDriipreeedente, en y metlant^l^ 
p et ^^ leuisj^^aleiirs/de^aendapa done yiaitfi? t 

dt n 2 


d’oii I’on tire, ep integrant. 
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^ . cos(ref+M'<+ 7 +e)' — “77/ — ■■^•cos(_nt-n ' # 
2.(«+?z) — 71) 

h etant une constante arbitraire. 

II suit de cette aflalyse , ijue si la constante K avait 
une valeur sensible, les poles feraient a la surface de 
la Terre des oscillations d’une etendue arbitraire, 
dont la periode de'pendrait des niomens d’inertie du 
spberojde terrestre, etserait, d’apres les dortnees que 
Ton a sur les valeurs de A , B , C , d’environ deux 
anne'es. L’angle 6 changerait aussi de valeur durant 
cet espace de temps ; il aurait de plus des ine'galites 
dependantes dfe Tangle nt, c’est-a-dire qu’il varierait 
meme dans le court intervalle d’une journe'e : or, les 
observations les plus pre'cises n’ayant jamais fait 
apercevoir dans la hauteur du p 61 e aucune varia- 
tion de ce genre , il en faut conclure que K est insen- 
sible, et que, par consequent, on peut supposes 
que les oscillations de Taxe terrestre qui dependent 
deTetat initial dn mouvement sowdepuis long-temps 
aneantieS, et qu^il ne subsiste'maintenant que celles 
qui'dnt une cause permanente. 

• Cqmnae les val{;urs que hons avpils trottv^es* , 
11° 54*^11 VFeit^’‘,vpO'ur jp eft neisonbqu’approchdes, ib 

potiMaiU»ester qiielqueido^td-stor Texactitude du resml** 
tat pr^o^dtefc ; ^naais il eat facile de la demontuer d^une- 
maniere tout-a-fait*igoureuse par- W-bonsidefa^titins 
suivantes. En integrant directement les equations 
avQff^ b", c^rdeul' inV 

A^*+ -f- Cr* = h , . A^p^,r|r + Cfrf p=| k*. 
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Si, apres avoir multiplie k premiere par C, on la re- 
tranche de la seconde , on aura ' ; 

^ A.(C--A).;p-+B.(C--.B).y»=D*, (m)^ 

en Eepre'sentant , pour iibregei’j par D‘ la quantite 
' constante CA — ■ ■ 

On voit, par eette equation, que si les valeurs de 
p sont suppose'es tres petites a un instant quel- 
conque , la- constante -^du second mpmbre sera aussi 
tres petite; les q.ut*ntit^s et q demeureront done 
toujouKSjpieu consMe'rables, pjiisque chacune d’elles 
sera mdiudre que la constante D. Par conseqiftnt, si 
ces qnantites n’ont que des valeilrs inappreciables , 
comiKie . cela a lieu a I’epoque qii. nons sOHimes, on 
pent etre asStire epi'diles I’esteront dternellenaent in- 
sensibles ; on aura dans tons les temps , 

D . __5: : 

^ ^ A) ’ ^ V^-D.JC — B) ’ 

et I’ax^-de k Terre GcnqdWfera toujours a 

: Ce- : -.rdsulta^! temi^/ du, premier 

membre de I’equatidA^- (^kde .meme signe, ce qui 
exige que C soit le plus grand ou le plus petit des 
niomens d’inertie relatifs aux axes principaux qui se 
croisept ancentreidfegravite du corps. C’est, en di^ 
oe qni a lieu-pourda.Tdrre^ saifigureetautceMed^n 
sphei'o'ide apkti vei^ sef p6les, I’axe autenritequel 
.^le semble tourner^ a- tres peu pres,-.^ilie!';|duspe- 
. -til de ses trois axes principaux, et pap esjn^equent 
celui-auquel se rapporte le plus grandf moment d’iner- 
Tome II. 1 4 
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tie. Dajas le cas codtraire, on ne pourrait rien con- 
clure de I’equation (m) relativement aux quantites 
p el q noais on voit anssi qu alors les sinus et co- 
sinus que renferraentles valeiirs de p et q se changent 
en exponeutielles ;• slles pourraient done croitre in- 
definiment avec le temps, et I’equilibre du globe ter- ' 
restre euseridt a Ja longue'entierement bouleverse. 

ISous, %aTirbffl6 done plus a npus oceuper desor- 
inais que de Va^feion des ferrees perturbatrices. sur le 
spbdroide terrestre : nous ejoiminerons dans les cha- 
pitres suiyaps, leur influence sur les deplaeemens des 
poles a la sunfaca jde la Terre, silr les variations de 
fa Vitesse dejrota-tion, et enfin sur les mouvemens de 
ses axes principaux autour duj centre de gravite. Ces 
differentes questions renferment des resultats extre- 
mement importans pour la •theorie du.systeme du 
monde. Des deux premieres dependent la permanence 
des latitudes geograpbiques ; rinirariabilitd du jour 
sideral , cette donnde si precieuse pour tous les cal- 
culs astroiHO&fflques j enfin , lA Jtabilite meme de 
Y nm' ypirs- La, demiffl'e comprend tous les pbeno- 
menes relatifs.aux mouvemens-: de I’equateur, par 
rapport , .amp : etpilds;, ?^la> precession des 

equinoxes- eti lul de rdtation de la 

Teire. Oto .Jirei®afrl*j^si^jaitiofi de ces questions, qai 
avait exi^i#jidsqTi^ci' tdus les efforts de Fanalysc la 
plus cbmplitjuee , resulter de la maniere la plus simple 
et Ja plus complete des formules g^n^rales que nous 
avpns ideveloppees dans te diapitre pr^Meiat j Ces 
'mtulies^ieomme nous I’avbns dft, s’appliquent dgale- . 
mi^> au mouvement de la L»ne, ti'OuHd;par: I’ac- 
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tion. de la Terre j mais les consequences que nous 
allons en tirer ne doivent pas s’e'tendre a cet astre , a 
cause du rapport commensurable qui existe entre le 
moyen mouvement de rotation - de la Lune et le 
mojen mouvement du centre de la force .pertur- 
batrice. 



V, , ft (: $ ' Mi 0 ‘ ! ' ' J*.' ' / ' 

4.. .V '*Pp u 


/'ll 

' >'t 'h4r'ti0',} i .V. i 

nfVr-tTxfb , J uj, 

l/j. . 



2Ta 


THfiORIE ANALYTIQUE 


CHAPITRE IT. 

i 


% 

Deplacement des pdles h la surface de la Terre er 
variation de la vitesse de rotation. 


1 5. Nous supposerons , dans ce qui va suivre, que 
sans Taction du Soleil et de la Lune , la Terre tourne- 
rait rigoureuseraent autour de son troisieme axe prin- 
cipal, en sorte que les e'carts de Taxe instantane de 
rotation ne peuvent etre attribues qu’a Taction des 
forces perturbatrices. Cette hypothese est fonde'e sur 
les resultats duchapitre precedent, ob. nous avons de- 
montre que les oscillations de Taxe de rotation de 
la Terre, dues a Tetat initial du [mouvement, demeu- 
reront toujours insensibles. 

II suit de la que les quantit^s p el q sont de Tordre 
des forces perturbatrices puisque la fonction. 


~~ j <1^^^ exprime k sinus de Tangle formd 


par Taxe instantand avec k troisieme axe principal , 
doit etre nulk en merae temps qu’elks. 

Cela posd , la troisieme equation (C), n° a, donne, 
^ TintegraUt et en ndgligeantks quantiles de cet ordre» 
La constante ra exprime, aux quantiles pres 
d^fremier tirdre , la vitesse de rotation de la Terre^ 
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2 1 3* 

car cette vitesse est egale a \/p’^ 4* 

fere de r qu’aux quantiles pres du second ordre. 

Les deux dernieres equations (a), n° i , monti’ent que 
les differentielles <i9 et d-\> sont du meme ordre 
' ;t 7 et 9 ; les angles § et 4 s<int done constans quand on» 
neglige les quantite's ’du premier ordre. Dans ce.cas^ 
la premiere deces trois equations se reduit a d<p. ^ndt,. 
d’ou Ton tire (p 4“ ® ® etant une constante; 

arbitrftire. , , ; 

Les (o)y ^33,IivfeI^ quiddtermirientk 

p.o^i,tipaidere'quateui;, p^r rapport au plaipjgri'jj^ip^ 
pro^ectmuy. ou ai^fplap <jui. i^rait 
Taction des forces perturbatrices, domient. 


sin dj sin <p^ , sin cos (p^ =- ^ I 

oh tire de la . ' ’ ‘ ^ ' 




, , , J, ,v. ♦ 


fs sur 


le plan ,prihcipaldep#ojewfoiQ»!'i!8€jl4»gie es4, comme- 
on voil, de Toi'dre des forces perturbatrices j oui 
pourra: done le supposer nul , lorsqu’oiv neglige, 1^. 
quantites de cet ordre et Ton aura alors, n?* 
livre llfljjiiytj ;.i ,1 -j '' ' 

ce (Jui ddit', en effgtV rdsultgr- de l^-^feMenoh de 
Tequateur et duplan pi’incip^de ^Jiectipn. 

1 6 . Reprenoits maint^hanf ^*!^uati^ (fn) a laquelle 


if 3^:' . i It ' 3’ftfli 4 

4-t'ainr: 

4 ' 
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noas sommespjirvenus n° i4, savoir : 

A . (A — C) -f- . (B ■ — C) . Ch, (my 

Cette egwa^iOii etaiit uije integriile preiwiere • des 
equations (ai) ^::doitr eiicore aubsister dana le' cas ou 
Ton a egarcfkux f(wces perturbatrices. Si on la difife- 
reiioie yj itsaitant A « et . k. comma variables , on 
aura' 

A . (A — C),p^p'4- B . (B — C) . qdq=^ kdk — 3 .Cdh. 

Pour abrpger^ faisons- SS^^GA se: ^K; en diffe'reii- 
ciant et en AuBStituaiifpokr dk '&.idh leUrs’ 'valeurs , 
on aura * ' 

. (n) 

Si Ton neglige les quantiles du seconc^jaf^ri^jpaj,' 
rapport aux ^^rces perturbatiices, et qu’on regarde 
V comma uhe fonelidS^^nuiee -del variables <p , , 

6 , il suffira, dans Tequation precedente, de substi- 
tuer dans •¥, qui esfe deja da' premier ordrC;, pour 
^^'4", ® t leurs'yaleurs.inddfehdantes d^ forces per-r 
tuid 3 atriiees:; dapoaiTa doac-niiiettrd<^y 4— 4 , a la place 
de (p, i$t,ispjet yA'lappla^e^de(4'«*i<te-i' Or, op voit, d’a- 
prk les Yai#fersd:e»f^ ei(fdte4> donne'es n° 55', UvreP'^: 
que la difTerence <Pj — -4/ 6St egale a la consjante 
augmente'e d’une cgrtaipe fonction de pj q ,-r, A, A; 
et cqmme les valedi’s de p, rie renferment aiicune 
4# Wa cenatant^s iba^psuit ,qp;qn. p,pra 

‘it* "cdV', ■ dv'-' "'kf ' m-'' ' 
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D’ailjlfiurs , <eji n^glig«aBl;ie$ forces pgrturtetricesj an 
a(p = /ii-f-£; par consequent, : • *i . : : i • 

1 

, £V . 

dg ”” ndt 

' • ’ , < ,1 . . t 

Quant k la constante k qui niultiplie une quantify 
dnpreinifel' ordre dans I’equation (ra), iious remarque- 
rons que si I’on neglige le's quantites de cet ordre, 
p et q spnt nulles, ’ei ‘ I’oh . a, /• == « ^ I’e^uatipn 
k* cas^, 

A 1=2 CA^f'L’equation («) deViendra, par la sdbsti- 
tutipu^deees valeprs, : * ' ' " "■ 

dK = C.^.ndt —C.d'i^'o. 

En observant que ffV designe la differentielle de V 
prise en ne faisant varier que le temps ^ introduit par 
la substitution de la valeut de (p ,, .c’est-:a-dire qu’au^ 
tant qu’il est raultipl,ie par la constante n. 

Laquantite K est'^don'd edifstante , tant qu’on n’a 
egard qu’a la premiere pn^s^nnee 
batrices ; voyons maintenant ce que devient la varia- 
tion c/K, lorsqu’on co'nsidfere le carre de ces forces. 

Equation (.r), syk^tmi- 

V, eJA- designant une quantite du prf5?q|^)jp]54^>t^ 
cTV une quantite du second j on aura ainsi , en ne- 
gligeant les -quantiti^s^u troisi^rae tArtfre^'-' ;*" 
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Nous avons trouve, n‘» ii, en ndgUgeant les quan- 
tites d’un ordre superieur au second, 

Paqs les di^fferences partiell^s de V, on pedl sul)sti- 

f >• comme 

cops^ans; il faut aussi avoi,r spin , en prenant la diffe'- 
r^np® partielle de J Y par rapport & g f He ne point 
faire varier la quantite'g- introduite par la substitution 
des .valeurs de cTA, S‘1, etc. Si Ton diffe'repcie de 

cette maniere, et si Ton observe que ^ on 

aura e'videmment 


d.rv 


dg 


ndt 


n 

Vi; , - 


r. e« ren^4rqn^pt;4ue 
donnera- donP sinipfement'* 


k! 


;<m==^lkcr^, 

d’-A , en mtdgraidt. Ton' tire i ' . 

-'''.i.oL ; '1'. ;r ■ 

q^'apli^^ ^era-'lS^hc tbi^jours utie quiritite dd 
llcoidd-^rdreJ l?i 'Equation (/«),• 'en y substituanf cettp 

frCifl Du ^ jV 2DU lin I h: ' / 

® ^ .’'psulte que quelques variations qu’e'prQpvent 
dans' la^fie'-tes si'Mes les ' Valours de ;>et de^, cea 







DU StOTllME DU |ia 1 ?DE. 217 


quantit^s resteront toujours du m^aie ordre que cTA’^ 
c’est-a-dir^ de Fordre des forces perturbatrices, etpar 
consequent insensibles. 

Nous avons pi’ouve, d’une maniere generale , dans 
le n° 1 1 5 que les inegalites seculaires que renferment 
les valeiirs de/? &tq sont de I’ordre des forces pertur- 
batrices; nous voyons ici que dans le cas particuliei’ 
oil* Ton considere le mouvement de rotation de la 
Terre, toutes les inegalites periddiques que ces quan- 
tites contiennent sont anssi du menie ordre , d’oii 1 on 
doit.gi&effdenienit conclure qu’elleg ne peiivent 
^ajdttes kafeeune espece d’inegalites qu’nn long inter- 
valle'de temps puime rendre sensibles. 

i7:.Nous>'h’aYons,id e^ vraijConsidjeridans la ya- 
leur de dk que les termes de'pend^s du carre des 
forces perturbatrices j mais i}. est aise d’etendre la 
meme analyse , et les consequences que nous en avons 
tirees, a toutes les approximations suivantes. En 
effet , designons en general par cT ,V les termes de la 
valeur d»;¥.iquisoW: de I’ordre 1 + par rapport 
atix foi’ces' perturbatrices ; par k les termes dji 
meme ordre de la valent, de k, en sorte qu’on 


ait 



k 


_• d. m 



L’e'qtiation (ra) , en pBjponsi^an^ que le^ 
de I’ordre 1 4 - 1 , 'donnera ; . 


. dg ■ - ■ j-.; , 

‘ 'd.Kk. . . , 
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n est aise de prouyer^ eoiume nous I’avoris fait 
11° i 6 , que Ton a , generalement, quel qqe soit 

dg . ' - . 

L’equatioa pr^edente, en vertu de cette relation,; 
donn^ra, done, en Tin legrant , 

K == . . . vf-i. * 

On voit que tous les termes du second membre 
sont de I’ordre i+i, que par conse'quent la valeur 
de K n’augmente pas par rirrte'graticwi,: et quJelle 
reste toujours du meme ordre que sa diffe'rentielle. 

Concluons done que I’axe de rotation de la Terre 
coinoidera toujours, a tres peu pres, Awfc sqn troir- 
sT^mo axe principal,' et quo les-pMes'ietT’equateur 
r^pondr'ont, dans-tous les temps, aux; monies poinils 
de sa surface. : • . 

1 8. ConsiderottS mainteiiant la vitessede rotation de 
k*Terr«; si ion nomme / cette vitesse, / fdt sei'ale 
noktibre de degres- que decrit dans 41e; temps t lun 
quelconque des meridiens da spheroide terrestre; il en 
resulte que si un-\tpnie.pi’oportionnel au 
temps llnt^graley^fifi en renfermerait un croissant 
comme le cafi<^ t^ttipSj etla longueur du'jOur en 
serait a la longue sensibleto6nt‘-tflte')*e'ei." dl done 
extremenient important, d’qxapiin^r, atec le p}us 
grand soin , la valeur de df, et de deinontrer qu’elle 
lie renferme aucune' i&egalitd eeculaird ■ suscepti- 
ble de s’abaisser an pSPemier Oiidre , par la double 
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integration que suMt eette quantile dans Vexpression 
fdtfiif. . ' 

On a, par ce qui precMe, 

P = + 

Nous venons de yoir que pet q n’auront jamais de 
valeurs appre'ciables; la vitesse angulaire de rotation 
de la Terre sera done toujours , a tres peu pres , 
egal6 a r, et si elle sufeit .quelques’ alterations , elles 
ne piroviendront quO des 'variations- auxquelles cette 
quantite 4tre assujiettle. Nous alions done exa- 
nsiwer quelles sont les in^galites que doit coiitenir' 
Vexpression de r. 

Rti|)tfeiioflSv Vdquation ' 

Ap* 4" 4- Cr* == A. ■ 


Si VOn dlfferencie cette equation en j faisant varier- 
a la fois les variables et les constanles qu’elle ren-- 
ferme , ori en tirera 

,i j; “i” i '.'.U!*. i;).- 




Sil’on'vndglige les qudtitites du’se'cobd ordre parra^n 
port aux forces perturbatrices, les diff’erentielles dp^ 
, <?r ordre, oh pourpa, 

dans cette ■ equatTdh',“ supprinier les deux premiife 
termes, puisque p et q sont de Vordre des forces 
perthfbitttices j fa'ire r sa=' n dausde troisi^m sy WShbs^ 
tituer pour iA sa taleur donni^'e par da 'S^Mfe^ (^)- 
0H‘h?ura ‘ainsi ■ ■ 
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et dans le second membre , il faudra mettre nl-\~ g'a. 
la place de (p, et regarder et d comme des cons- 
tantes. Si Ton suppose done la fonction V de'veloppe'e 
en serie de sinus et de cosinus des multiples de 
Tangle <p ou de Tangle n£-j-e, ies termes du deve- ' 
lopp^ment qui ne le renfermeront pas disparaltront 

par la differenejation dans la valeur (ir ne con-' 


tiendra done que des termes pe'riodiques dependans 
de T angle n£-f-e, et par consequent Texpressipn de 
me renfermera que des inegalites journalieres qui, 
resteront toujours insen,sibies, et de Tordre des force? 
perturbatrices. , 

ig. Vojons maintpnant quelles sont les.inegaljites 
qui peuvent re'sulter, dansTexpression de la vitesse r, 
de la consideratioii dfis quantites diipen'dantes du carre 
des lovc^ perturbatrices., De T^qftipn^F^^ 


Si Ton substitute dans cette equation zz + cT/* a la 
place de r, JV ^ant une quantite du premier ordre 


l-riiii^ee ^putegratio^n^ de^ 


nui^ 




dr =,~ 






it>^: 

t 


aCn 


.dA. 




' ' A ' • ' A ^ i I . 

Examinons succe?siyfement les dlwrentes inegalites 
qup peuvent renfermet chapun, d^s tprn^es de.la.ya 7 
leurde<3?/-, en I'ejetant toutes celles qui; d^pendyppt 
de Tangle nt-\-g, p'uisque nous sommes assures 
d’avance qu’elles iie peuvent deviehir sensibles. 
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Pour quo Tangle rai + e puigse disparaltre dans le 
premier terme de cette valeur , il faut combiner en- 
semble les termes de ses deux facteurs qui renferment 
le meme multiple .de cet angle. Or, si dans I’expres- 
sion de la fonction V developpee en serie de cosinus 
"d’angles proportionnels a (p, on considere doux 
termes dependans du meme multiple iff) , on aura 

V =H . cos (i(p +ft -^g) 4-H' . cos (/(p-f- ft H- g'). 


H, H', i,f,f ,g, g' etant des constantes arbitraires 
dont les <jteux premieres sont de I’ordre des forces per- 
turbatrices. Si Ton substitue nf+e k la place de (p, 


on aura 

rctY= ^d2_.H.CQ5'(t»t+w4/^+^)4-7-^rH'.cos(mi+«+/' l+g)- 
in-^f 

Si Ton combine ensemble ces deux expressions , on 


aura 


dY\fdY'=- 




en rejetant tons les termes ddpendans de Tangle 
2nt 26 dont la periode serait a pen pres d’un demi- 

* VJ 

jour. 

Les deux termes que nous avons dbnsideres'^^ 
V prbduiroiit done ,’ darts la valeur de Jr, l4t^il|e 


qui n’est pas sukeptible de s’abai^r ;au premier 
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ordre, dans la valeui’ de ?•; car ea I’intdgrant j 
on a 


HH' . 

^=~~" 2 C “«.( wi +/). C £»+/0 * > 

quantite du second ordre, piiisque H et H' sonl du*^ 
premier. j 

Le premier terme de la valeur de dr ne produit 
done , dans la vitesse r, aucune ine'galite du premier 
ordre independante de Tangle nt s. 

Nous avons fait voir, n° 1 1 , que tous les termes 
de la valeur 'de dh pouvaient etre mis sous cett6 
forme : 


SoitHcos un terme quelpQnque du 

de'veloppement de M, et soit H'cos(jnt4.i6-4-/'f+^'), 
16 terme dti de'vePoppeialeiit de N qui edrilietit’ le 
meme multiple de Tangle On aura , en vtertu 

de ces deux termes seulement, 


en rejetant Tinegalite periodique (iependante deTnngle 
II enresultera, dans la valeur de dr, le terpi.e. 

, 2G^w+/) -iC+f') ‘ f ] * 

intilgrant, on aura ■ t - .’,. !• 



’■ DU SYSTfeME DU MONDE. aaS 

quantite du meme ordre que le produit HH'.p 
Enfin, le dernier terme de la yaleur de dr ctant 
1, une differentielle exacte, on aura, en Fintegrant, 

_:V + V 

aCre ’ 


quantite du second ordre, puisque p gX q sont du 
premier. 

20. On peut conclure dece qui precMe, que si Ton 
neglige les quantiles du second ordre , par rapport 
aux forces perturbatrices, I’expression de r ne con- 
tient que des inegalit^s pe'riodiques de'pendantes 4 ® 
I’angle de ses multiples : de sorte que si sa 

valeur rigoureuse renferme des termes multiplies 
par les sinus op les coslnus d’angles croissant avec 
une grande lenteur, leurs coefEciens sont au moins 
du second ordre. La vitesse de rotation de la Terre 
n’dprouvera done , dans la suite des temps, que des 
variations du mem^ ordre, et Ton pourra toujours 
regarder sob mouvement comme uniforme. En effete 
la vitesse de rotation de la Terre autour de son -axe 
instantane etant, n° i, vV* ^ 7 ” "d" > Tinte'gale 

eipfritnera le nombre de ddgres 
deerils par la TeiTfe 'daiis tin ternpS queleonquie f‘;'et 
si Ton developpe le radical suiVant les pufeSMd^S de 
p q , oxx aura ; : ■ 

etC' 
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Or, les inegalites seculaires que reaferme /• Aaiit 
toutes du second ordre , il s’ensuit qu’elles ne petl- 
vent s’abaisser qu’au premier dans la valeur de I’inte- 
grale frclt. De meme , puisque les inegalite's que 
contiennent p et q sont tonles de I’ordre des 'forces 
pei’turbalrices , comme nous I’avons demontre n° i6, ' 

si ^ et ^ renferment des inegalites seculaires , elles 

sont dll second ordre et ne pourronl s’abaisser qu’au 

premier dans les integrales . 

' Les inegalites se'culaires dont peut etre affecte' le 
niouvement de rotation de la Terre sont done toutes 
de I’ordi’e des forces perturbatrices ; on peut, par 
consequent, en faire abstraction sans erreur sensible, 
et considerer ce niouvement comme parfaitement 
uni forme. 

21 . Goncluons done, enin^ '^e l44ipii diiSoleil et 
de la Lime Sui?’le spbero'ide terrestre ne predtfira 
jamais dans la position des p61eS k sa surface, au- 
cun deplacemerit appi^eciable, ni aucune variation 
sensible dans la vitesse et dans I’uniformite de son 
inouvement diurnc de rotation ; resultats importans 
qui assurent a j amais la stabilite deS latitudes terrestres 
et linvaViabilitp du jour §ideral. 

On yerra, dansle chapitre suivant, que ces raemes 
astres , qui sont impujssans pour produire aucun de*- 
rangement dans la position de I’axe terrestre d^tis 
I’interieur du globe, font varier aucontraire, d’lme 
maniere tres sensible , sa position dans I’espace, en 
sofetequ’il ne correspond pas, dans tous les sidles, 
aux mdmes points du cicl ; d’ou resultent, comme 
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nous iWons dit, les phenomenes de la nutation et 
de la precession des equinoxes. On pent se rendre 
raison de cette difFe'rence, en remarquant que les 
oscillations de I’axe instantane de rotation , par 
rapport au troisieme axe principal de la Terre , 
'dependent simplement des quantite's p et q , tandls 
que les mouvemens de ce dernier axe, par rapport 
aux etolles , dependent des angles 6 et 4 qni re'sul- 
tent , comme on le volt par les equations {a) , n° i , 
dune double integration des yaleurs difFefentielles de p 
etq. Onconcoit done comment cesquantitds, d’abord 
insensibles , peuvent ensulte, devenir considerables 
par les tres petits diviseurs que I’integration l6ur fait 
acquerir. 
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aa6 



CHAPITRE V. 


Mouvemens de Vaxe de rotation de la Terre dans T es~ 
pace f ou nutation de Vaxe terrestre et precession 
des equinoxes. 

22. ta -position, par rapport an plan principal de 
pi'ojection , de I’axe de i-otation de la Terre ou du 
plan qui lui est perpendiculaire , et qu’on nomme 
Yequateur , depend des deux angles 0, et 4/> dont 
Vun determine I’inclinaison de I’eqnateur sur le plan 
de projection qui serait invariable sans Taction des 
forces perturbatrices, etTautre, la longitude de son 
noeud, coniptee sur ce plan, a partir d’une ligne fixe; 
Tangle determine la longitude du meme nceud , 
comptee sur Te'quateur. Lorsque les valeurs des angles 
connues, on determine celles des an- 
gles analogues 6 , 4> rapportent a un plan 

fixe quelconque , au moyen des ti'ois equations sui- 
vantes : • 


cos 6 = cos 7/ cos 9 ^ — sin y sin 0^ cos 4/ > 
sin (4 — ^ ' 


sin ((p^ — <p) : 


shi sin 4/ 
sin 0 ^ 

sill y sin 4 
sin 6 
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Pour determiner les angles 6^ et , nous aivons les 
deux equations 


sin cos = — 


B£ 
k ' 


sin 0^ 


sin <p,— — 


h ' 


d’ou Ton tire 


sin 9^ = 


\/Ay + 

h 


L’angle 0^ est du njepje ordre que les deplacemens 
des p6les a la surface de la Terre, et si Ton fait abs- 
traction des forces perturbatrices, on aura 0^ = o, et 
les trois equations (A) donneront 

^==y, 4==*> <P.=F=??/ — 4/* 

Ainsi done , sans Taction des forces perturbatrices , 
Tinclinaison 0 de Fequateur sur le plan fixe serait 
constante , et la longitude 4 de son noeud ne eban- 
gerait pas ; mais Tattraction du Soleil et de la Lune 
sur le spheroide terrestre fait varier dune maniere 
tres lente les angles 0 et 4 > variations 

qui constituent le phenomene de la nutation de Taxe 
terrestre et de la precession des equinoxes. 

Dans les recherches qui ont pour objet la determi- 
nation des mouvemens de Taxe de rotation de la 
Terre, on a coututtie de negliger les carre's ef'fcs 
puissances superieures des forces pertui’batrices ; il 
suffit , dans ce cas , de conserver dans les yaleurs de 
6 et de 4 termes de'pendans de la premiere puis- 
sance de ces forces. Or, puisque:J3^Ue#®-^« pretpier 
ordre, on aura d’abord cos 0 ^.==he, et ensuite, en 

i5.. 
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vertu des equations (o) ^ n° 55, livre 

sin sin 4^=siii sin (<p^ — (p)=: ??. A/? cos (jy 

^ i' ^ 

sin fl, cos 4,=sin 9, cos (?i — ^))==_ 

' ir ir * 

En substituant ces valeurs dans les deux premieres 
e'quations (A) , on aura 

cos Q = cos 5 . -f- cos (p -f- A;? sin (p) , 

sin (4 —a) = 

^ it sin < 


La premiere de ces expressions , en negligeant les 
quantites du second ordre, peut s’e'crire ainsi, 

cos 0 cos (y — . 

on aura done, aux quantites pres de cet ordre. 


cos (p + Ap sin (p 

■7 • , 


4'=* + 


B^r sin ^ ^ Ajocos (p 
A siu ^ 


Nous aYons vu ,, n" i5, que lorsqu’on neglige le 
carre des forces pertyrbatrices , on a 


^ — ^ ^ ^ c^_dV 

3^ ^ ’ dy di ^ dg d(p ' 

^ j„r ■' 

I’on substitue ces vaJeura, et qu’on fasse de plus 
'A: =sGra dans les deux dernieres formules (Q) du n° g, 
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on aura 


12. 9X) 


, COS 6 ,d£ dY . dt dV 

^ C/x^sinfi d(p* Cri,sin^^d^^ 

G/i.smfl d^ 

foriiiules qui out sur celles du numero cite, Vavautage 
d employer la quantile V sous la forme ou elle est 
donnee immediatement, c’est-a-dire en forxction des 
variables (p , *4", 0. 

Differencions maintenant les expressions prece- 
dentes de 0^ et de substituons pour dy et dct 
leurs valeurs , et faisons k'=^(^n dans les termes qui 
sent du premier qrdre par rapport aux forces per- 
turbatrices j nous aurons 

cosfl. dy . dt dv 

Cri.sinQ* d(p C?2.sin8 * d^}/ 
d, (A/? sin (p + cos <p) 

On 

dt dY d.(Apcos(p — Bi/sinip) 

^ C7i,sin6*dc) ^C?z.sin6 



Ces.formules servirouta determiner les valeurs 
des angles Get qui fixentla position de I’equateur 
terrestre, par rapport k un plan fixe quelconque. Eltes 
s’appliquent egalement a tous les corps celestes, 
et Ton en pent faire usage dans la theorie de la 
Lune. On voit qu’elles derivent naturelleni6nt des 
formules du mourement de rotation qili ri'eSt trouble 
par I’actiou d’aucun^ force etrangerey ' eij 'supposant 
variables les constantes que ces £br«tlles renferment, 
et en determi nant leurs variations ‘CdhfOfmement aux 
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pi'iacipes generaux de la variation des constantes ar- 
bitraires. On pent d’ailleurs deduire fort simple- 
ment les equations (1) des equations differentielles 
(C) du niouvement trouble'. En effet, si Ton multi- 
plie la premiere par sin (p, et qu’on I’ajoute a la se- 
conde multipliee par cos (p , qu’on multiplie ensuite 
les memes equations , la premiere par cos (p , la se- 
conde par sin <p, et qu’on les retranche Tune de I’autre, 
on aura les deux equations suivantes : 

Adj) sin ip+Bd^ cosipq-(Ap cos fi-Bc/ sin ip}.rdi-l-Cr. (sinf^dt-cos(p pdty 

cos i .dt dV dt dY. 

sinJ ■ c/(p sin 6 ‘ 

Adpcos (p-^Bdq sin <!>-(Ap sin(p4-Bg'cosrt . rdt+Cr. (cos fyA+sin (p pdt) 

^ ^ 

sin de ' 

Si Ton neglige les carre's des forces perturbatrices, 
on pent supposer r = et rdt = dp dans ces equa- 

tions, en observant, de plus, qu’en vertu des for- 
mules (a ) , n' i , on a 
# 

sin <p.gdt — cos <p .pdt = , 

cOs (p , qdt -f- sin (p .pdt szs sin 0 . d~\/. 

On voit qu’elles sont identiques avec les equations 
(/) , auxquelles nous sommes parvenus par une ana- 
lyse moins directe , mais qui nous a servi a de'mon- 
trer I’invariabilite des p61es a la surface de la Terre, 
et qui nous sera encore utile pour re'duire, dans ce 
formules a une forme plus simple. 

tousles.temies des valeurs de d^ et£?4 
soal|wef|M|deseneux-memes,puisqu’ils sont de I’ordre 
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(les forces per turba trices j maisil se pent (j«e quelques- 
unsd’entre eux deviennent sensibles dans les valenrs 
de 0 et 4 , soit parce qu ils s’y trouveront multiplies 
par le temps t hors des sigaes sinus et cosinus , soit 
a cause des petits diviseurs que I’integration leur fern 
acquerir. C’est done a ces termes seuls qu’il faut 
avoir egard, et Ton pent rejeter tous les autres des 
valeurs de <i0 et de d'^. Or, il est evident que Ton 
doit supprimer d’abord lapartie de ces valeurs qui est 
line difference exacte, pareeque les termes qui la com- 
posent sont encore apres I’integration d^ I’ordre des 
quantites p et et par consequent insensibles. Si Ton 
substitue ensuite, dans la function V, qui estdu pre- 
mier ordre, a la place de <p, sa valeur nt + e, inde- 
pendante des forces perturbatrices, il faudra rejeter 
des valeurs de d9 et de ^4 tous les termes qui depen- 
dront des sinus et des cpsinus de cet angle, puis- 
qu’il n’en resulterait daus 0 et 4 des inegalites 

dependantes du mouvement diurne de la Terre, et 
qui, par consequent, seront toujours inappreciables. 
Supposons done qu’on ait developpe la fonction V 
eii une serie de sinus et de cosinus de Tangle p et de 
ses multiples; soit F le premier terme du develop- 
pement , ou la partie independante de 1 angle <p , pp 
pourra substituer F a la place de V dans les expres- 
sions de dd et de d4» q"^ reduit, en sup- 

primant en outre les diflferentielles exactes , a 



dt 

Ca.sin fl ’ ^ * 



dt ‘ dW 
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Ces formules, les plus simples que Ton puisse em-^ 
plojer pour de'terminer la nutation de I’axe terrestre 
et la precession des equinoxes, sont dues a M. Poisson. 
Elies denvent directement, comme on voit, de la 
discussion des formules (P) du n° 7, de sorte 
que les lois des mouvemens de I’axe de la Terre , soil 
dans I’inte'rieur du globe, soit par rapport aux e'toiles, 
soqt toutes contenues dans ces formules. 

25 . Pour developper les equations (m), reprenons 
la valeur de V du n’ x , nous aurons 

■y" (g Lidm 

\/ [ (x' — x)" + if —yy + {z' — . z)“] ’ 

^ > O' > etant les coordonnees de Pastre L relatives 
aux trois axes principaux qui se croisent au centre de 
gravile de la Terre, x,y, z les coordonnees de Pele- 
■mentrfoj rapportees aux m^mes axes'; enfin, le signe 
ioteg^ STefant;relatif k la molecule dm et a.ses coor- 
donne'es) et devant sdtehdre k la masse entiere de la 
Terre. 

Si dans cette expi'ession on fait, pour abreger, 

= r'% 

on aura 

V S ^dm 

V [r 2 . {xx' + y/'+ sz^) 4 . 7 ^' 

Les distances des centres des forces perturba trices au 
centre de la Terre etant fort grandes, relativement 
aux diimnsions de cette planete, il en resulte qu’on 
peut reduire la fonction V en une serie tres conver— 
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geate , en la developpant suivant les puissances des- 
cendantes de /•'. Si Ton observe en outre que les six 
integrales Sxdm^ Sjdm, SzdriZy Sxfdirif Sxzdm ^ 
Sjzdm sont nulles par les proprietes du centre de 
, gravite et des axes priucipaux, on aura, de cette ma-* 
niere , 

V =^.S.dm — 

. (x'* . S . x^dm -f-y* . S .y’^dm + z'* . S . z^dm). 

Nous ometlons , comme on le fait ordinaireinent , 
les termes de ce developpement qui dependent du 
produit de trois ou d’un plus grand nombre de di- 
mensions eri X , Zy lesquels termes sont du meme 
ordre que le cube et les puissances superieuresdu rap- 
port , c’est-a-dire de la parallaxe de I’astre L : de 

sorte que , i-elativement aux puissances de cette pa- 
rallaxe , Vapproximation suivante est borne e au carre 
inclusivement. 

Nous avonsdesignepar A, B, C les trois momens 
d’inertie principaux du spheroide terrestre respecti- 
vement relatifs aux axes des x , des y et des s ; ou 
aura done 


S.(x^+J'*),0?77IS=C, 

d’ou I’on tire 


S x^din — 


B4-C— A 


S . z^dm — 


S .y^d/fi 


A+C— B 

5 


2 


2 
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La fonclion V deviendra donc^ en y subslituant ces 
valeurs , 

V=^'-4^..(A.+ B + C) 
+|^.[x'‘.(B+C:-A)+y.(A+C-B)+s'-.(A+.B-CJ]. 

Pour inti'oduire, dans cette expression, les angles 
tp , 4 > ® transformer les coordonnees x' ,j', 

s' de I’astre L, en trois autres x , y , z relatives a des 
axes fixes. Nous prendrons , pour plan fixe des x , y, 
le plan de Tecliptique a une epoque determinee; 
Tangle 0 sera, par conse'quent, I’inclinaison variable 
de Tequatenr sur Te'cliptique , Tangle 4 la longitude 
de Tintersection de ces deux plans, ou de la ligne 
mobile des equinoxes , et cp Tangle compris entre 
cette intersection et Taxe principal des x ; on aura, 
par les formulas du n° 2 , 

a'=(xcos4'-Ysin'v4).cosip+[(xsin4'4-Ycos4')cosS-zsin«].sinip, 
siii4~2E;cos4)-sin(pq- [(xsin4-f-Ycos4)cosfi-zsinS].cosip, 
a'=(xsin4+-Ycos4')-sin d-f-z cos 6. 

Avant de substituer ces valeurs dans Texpi’ession 
de V, remarquons que le rayon vecteur r' de Tastre L 
doit etre independant des angles (p, 4 7 0 = les tennes 
qui ne contiendront que ce rayon vecteur disparai- 
trdnt done dans les valeurs des differences partielles 
de la fonction V relatives a ces angles ; on pent done 
les supprimer d’avance et donner a Texpression de V 
cette forme 
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t 

Cz'“). 

Si I’on eleve au carre les -valeurs de x', y, z' , el qu’on 
les substitue dans cette e'quation, en faisant, pour 
abreger , 

'x' =x cos -vf/ — Y sin 4 ; y' = X sin 4 “1" ^ 4” > 

et en observant que la relation x'' + -f- z'®= r'* 

donne 

x'*+ (y'cos 0 — z sin 9)“=r*— • ('x^sinfl+z cos 6)% 
on aura 


V= - (A-B) . { [x"-(y'cos 6-z sin 6)''] . cos 29 +2x'. (y'cosS-z sin 9 ) . sinzip] 

OT 

+ .(A+B— 2C) . (y' sin 94-z cos fi)*. 


Si Ton rejette les termes dependans de Tangle <p, la 
fbnction V se change dans la fonction que nous 
avons designee par F; on aura done simplemjsnt 


F = p . ( A +B — aC) . (y' sin 6 + z cos 0)». 

En differenciant cette expression, on formera les 
valeurs des quantile's €t ^ qui entrent dans Tes 

formules (jn ) ; mais pour rendre possible Tintdgra- 
tion de ces formules , il sera necessaire d’exprimer les 
coordonnees x, y, z, de Tastre L, en fonction du 
temps t. 
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Pour cela , nommons y I’inclinaison da plan 
de I’orbite que decrit I’astre L dan* son mouvt;- 
nient autour de la Terre snr le plan des xy ou sur 
lecliptique fixe; soient de plus a la longitude deson 
noeud et p' la longitude de son rayon vecteur comp-, 
tees sur le m4me plan a partir de I’axe des x: L 
designant par / la latitude, on aura 

^^'Cosp'.cos 5 ', Y=.r'.sinp'.cos/, z=:r',sin/. 

On a d’ailleurs tang /=tang:^. sin (p'-a); en obser- 
vant done que y est generalement un tres petit angle 
dont on pent negliger les puissances superieures a la 
seconde , on trouvera 


r cosp . Y=/sin^^'. |/ 

on tire de la 




=/cos(p'-t-4).v/i-y“.sin“ Y'=rsin(/+ 4 ) 
et au moyen de ces valeurs , on trouve 

sinfl-f-p .cos 6^ ~®*'^“^-®’“°Cp"4-4')+2y.sia9.cosfl,sitiC/-4-4,).sln((/-«' 

-f y* . sin“(p -tt).[cos“fi-sin“9.sinXp'-f-4)]. 

Si 1 on substitue cette valeur dans Texpression de 
F, qu’on remplaceensuite r' et p' par leurs valeurs re- 
latives au mouvement elliptique de i’astre L, et de- 
veloppees en series de sinus et de cosinus des naultiples 
^de soh moyen mouvement mt, ilsera facile de re'duire 
Series semblables la valeur de F, et par suite celles 
^1®"* dF , 

d 6 -gj et de ^ 4 ; les expressions differentielles de 0 et 
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se Irouveront done developpees en une suite de 
tetmes dont chScun sera inte'grable separement. 

Soient e Texcentricite de I’orbite de L, et <3: sa 
moyenae distance a la Terre; deslgnons par g et <a> 
les longitudes de Tepoque et du perihelie, comptees 
de la meme origine que 011 aura, paries for- 
mules du mouvement elliptique, n® ^ 5 , livre II , 

/ 

-= I — ei) — 

Cl 

ij'z= mt -f- « + 26 . sin e — a) + 1 . sin 2 (mt-f- £— ai) 

— i • y* . sin 2(771^+1 — <») + etc. 

L’excentricite de I’orbite de L et son inclinaison sur 
I’iecliptique fixe etant toujours peu considerables , e 
et y sont de tres petites quantites ; nous negligerons en 
consequence le carr^ de la premiere et le cube de la 
seconde, ainsi que leurs produits de trois dimensions. 
Nous observerons, de plus, que les termes de la va- 
leur de V qui dependent du mouvement de I’astre 
dans son orbite, neproduisant dans les valeurs de 0 
et de "vj/ que des inegalites periodiques qui sont ne- 
cessailfement tres petites, comme les observations 
I’indiquent, on peut n’avoir egard qu’aux plus 
conside'rables d’entre elles ; en consequence , nous 
ne conside'rerons parmi ces termes que ceuxqui sqi|t 
indepehdans dfe I’excentricite e et de I’inclinaispn^^. 
Celaposd, il est facile de.se convaincre qu’il sjtflfeife 
faire dans I’expression de V 

r'= a et / = -f- e . > 


on ti’ouvera ainsi 
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3L 


^~8^‘C''^+B-2C){-sin“«-l-2y.sin«.cosfi.cos(a+-4)+3/i[cos®«-sin*Acos’(«t+iJ/; 

— sin®^ .COS 

d^ou en difFerenciant, entire 

+ (cos*fi-sin^8).yCOs(a4-4)| : 


3L ^ 

— j.sinQ.y^sinQ(fii~F'4^) ].^ 


Ces valeurs, snbstituees dan$ les equations (pi), en 
negligeant dans . une premiere approximation les 
termes penodiques et ceux qui dependent du carre 

de y, et en faisant, pour abi’eger, i= don- 
neront ' . 


dQ 


/aC— A— B' 


i / 2 C— A— B\ „ 

" ' Q J*’Coa0.ys,in(«t+4), 


4r£- '\r^-G' 

^ ,__3Wf^2C— A— B\p „ . cos»9 — sin»fl , . .,-1 J'W 

T;r-\ g-— j.|_cos8+— ^-^.ycos(«+ 4 ) |.f^ J 


sin 8 




4«' \ c 

26 . Considerons les quantites y sin ( a -f- ^ ) , et 
^ cos (at “1- >[/) qui entrent dans ces expressions. Elies 
representent, comme il est facile de le voir, les produi is 
de 1 iuclirjaison de I’orbite de L sur I’ecliptique fixe, 
par lesions et le cosinns de la longitude de son noeud, 
compte'e sur ce plan a parlir de son intersection avec 
lequateur, on de la ligne mobile des equinoxes. Si 
Ton de'veloppele premier de ces produits, on a 


j/ sin (a4'4) = >sina.cos4'4-5, cosat. sin4- ( 0 ) 
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Dans cette valeur , y sin a, eXy cos a sont les pro- 
duits de I’inclinaison de I’orbite deL sur Tecliptique 
fixe, par le sinus etle cosinus de la longitude de son 
noeud, comptee a partir d’une ligne fixe. Ces quan- 
tiles ne sont pas constantes , elles sont sujettes a des 
* variations seculaires qu’il n’est p^ permis de negliger, 
parce qu’elles peuventdevenir tres sensibles par I’inte- 
gration dans |es valeurs de 0 et de 4 '* Oi'? nows avons 
vu, dansle n° 69 du livre II, que si Ton nomme y I’in- 
clinaison de I’orbe d’une planete quelconque L sur un 
plan fixe , et a la longitude de son noeud ascendant , 
compte'e a partir d’uue ligne fixe, le produit tang y sin 4 » 
est exprime par un nombre fini de termes de la 
forme, B sin(J/-|- 6 ) et le produit tang > cos a par la 
meme suite de termes dans lesquels on change le si- 
nus en cosinus. Nous representerons la premifere suite 
par 2 .Bsin(i et laseconde par 2 .Bcos(^^f-f-?). 
En observant done que I’inclinaison y etant supposee 
tres petite , on peut prendre cet angle pour sa tan- 
gente, on aura » 

5 / sinjljp^ ^ • B sin — 1“ , ^cosot=s2 .Bcosf^i-f-^’). 

Ces valeurs, substituees dans I’equation (o), donnent 

^ sin(a + -4) = 2 . B sin -|- <4 -J-C) , 

d’ou I’on voit que pour avoir y sin (a 4- 4) , il si£®f 
d’augmenter de la quantile 4 les angles des difieiins 
termes de rexpression de ysinet , c’est-a-di'il** ftfil 
suffit de rapporler ces angles a la ligne .Bqo^le des 
equinoxes. Nous verrons que la valeiir4e 4 com- 
pose d’un terme croissant comme k t^ps h et d’une; 
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suite d’inegalites a longue periode du meme ordreque 
la quantite B ; on pourra done , si dans les vaieurs 
de 6 et -vl/ on neglige les quantiles tres petites de I’or-^ 
dreB% substituer a Tangle 4> Texpression pre- 
cedente, le moyen mouvement des equinoxes. La 
valeur de y sia(a'4* ^1-) sera exprinaee alors par un 
nombre fini de termes de la forme B sin(c/-f-^), qui 
ne differeront des termes de Texpressior^de sin ^ sin a, 
<^u’en ce que les angles bt seront augmentes du moyen 
mouYement des equinoxes. On prouverait, de la 
mememaniere, que ^ cosfa -f- n}/) sera compose de 
la meme suite de termes, dans lesquels on changera 
seulement le sinus en cosinus; d’ou il suit qu’on 
aura generalement 

y- sin^ot — •vj/) 2 • Bsin^<?^ -4* , 

j/ cos(o£ *4- 2 .B cos(j^j +• €). 

Substituons ces vakurs d.aBs les equations (n ) , elles 
deviennent ' ■■■ ^ ‘ ^ f, . 

)-Co3i>.2.Bsm(cf+0, ) 

j, Zm'de/zC — A — p ^ , cos“« — sin“fl _ - ~1 

27. On pent, dans la valeur de <5?9 , regarder cos 6 
comme constant^ parce quelestermes qui resulteraient 
de sa variation seraient des quantiles de TordreB* que 
nous negligeons ; on aura done en integrant 

/j ji I Stti® “^C\ ' ' vt ^ B . t /o\ • 

N etanl une constante arbitraire. Pour la determiner, 
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designons par h I’inclinaisoa de Feqiiatetir a Feclip- 
tique fixe , lorsque t est egal a zero , on aura , pour 
cet instant . .. ; ’ 


^ ^ • 2 . ® cos 


Ea faisant done pour abregerj 


/2C — A *7- B' 

4^ ’ V 


^ . cos 


on aura, aax quantites pres de I’ordre B®, ^ ^ 

6 h — 2 V » [cos [c t *4“ r—. cos . ■ ( i ) 


Passons a FexpressiOri'de plujJ pei^inili^ici 

de regarder comme constant Fangle qui entre 
dans Cette diffe'rentielle , parce que ses variatibh^ 
peuvent devenir sensibles dans la valeur de 4 . Ori 
Yoit, eil efFet, qu’elles y produisent des tdrinfe^ 
qui sont du second ordre par rapport auxf 'fcfi^M^ 
pertu#atrices , maif . seulet^ent dpi premier par 
rapport k • la qd^ilfitite B'.- Si i^k' fa’a d^rd qtFa'ces 
termes , et si Fon neglige , comme nous le faisons, 
les quantites de Fordre B% e’est uniquement dans le 
premi^ terme.dje^fi valeur de 44' 'qb’il sera necessaire 
' de ednsiddPer Id Iva^afio^^^ dd fangle '0.- 
done cTG cette variation determinee par la prdfcaiere 
de^ohnules (p)’, en sorte qu^oii air'^l'LlF-^iJf'fl eii 
n^^i^eant le^ qddntiWs de'l’ordre •'' V " 

; p li ) i'cos0ibsiCOsAi ■ ':r 

Tome II. 16 
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bien, en mettant pour eTS sa valeur, 

cos fl = cos . ^ i + tang h . 2 .^^.cos (ct + . 


Si dans le premier terme de I’expression de d-^, ^ 
on substitue cette valeur, et si Ton remplace par I la 
quantite que cette lettre represeote , on trouvera 


= j^Z+2.B/.cot A.^i-j-^.tang* /i^,cos(ci+€)^.i 


d’ou Ton tire, en integrant, 

4<ppZ^+^^-2.^^.c6:t A.^i+^.tang^A^ .sin(ci+^) , 


I' etant une constante arbitraire. Nous prendrong 
pour origine dg rqngle.4. des a\>,tj'e& longitudes 
CQpsptees sijr. le' p^n 4^ sl’ecUjiti^ . , I’pqy 1 noxe 
4^.pri.nt€^ip^, I’lpqiiuq CQtpp^ Je tewpa, 

ep, sorte qqe 4 tfPnips que t; ojj 

|ur^ ainsi \v 


•',! Pt::-,.' t! '.''jr; O'l'! ! - ; 


4'==z/+4*\fo|f-^^^ 

. i '*q^ -u-,* i.r..:. , ■ ^ Co ' .J. f) 

^ Ceg valeurs d^ a.^etqfwiney Jef, 

mou'vemens de I’aj^e tqrr^try;^rra]pport aux et^^ 
jointes a la valeur + elles fourniSsInt 

toutes les 4*?«iB«eS;neeessakes,.pOttte4ikeDa cbaque 
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instant la position de la Terre aiitorar <iesQn centre 
de gravite. • . 

38. II est important de remarquer que I’on serait 
parvenu a des formules tresdifferentes des preeedentCs, 

, si rpn avait neglige de tenir conipte , dans Ifes va- 
leurs de et , des variations seculaires des quan- 
tites ^sin» et, y coset. En efifet, il est aise de voir 
que si Ton designe par It le moyen monvement des 
equinoxes, en sorte qu’on ait 

h-^iz=zc; , 

1^ prdduits de la tangente de I’inclinaison du pldii’ 
de Torhite de Tastre L sur TecHptique fixe , pai' le 
sinus ou le cosinus de la longitude de sOti noeiid/ 
compte'e de rdquinoixe mobile , serpnf^d'ans ce cf 4 's'^'' 

y sin (<t+4'l==S.Bsm(Zi-|-0 > ycos(«+4)=?=2.Bcos(/i4-S). 

En substituant ces valeurs dans les equations (n) ^u 
0*^ 3$ , et en leur appliquant ensuite Tjirialyse prqce- 
dente,,.Op,trouve ‘ , 

1. 9 E= A — 2'B[d6s(/if+^)‘-^c6S - |y ■ 
4/== ^"1" A[sin^Z/ + ^)---6in€]. j 

.i ; , j.-. I ... ■ 'i)d! 

Ces formules opt ^^jjnees .d’abofd par La^mge 
dans les Memoires 'dp Berlin |)dur I’apti ’ 
les reWofiVe dans |)luyieurs' btiy rages 
qui ont paru depuis ; on voit qu’elWs- 
rellement des valeurs de 6 et de ^3^,^en' sup- 
posant qn’qn ^ egard^.dans ces #dte*is:,'li Eaplatisse- 
mept de; la Terre , endanl )foJib|»e6duit la pre'cessiito 

16. . 


tee. 1000, ft on 
^kitntmatu- 
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moyenne des equinoxes , ii3ais qu’on pent negliger 
I’effet de cet aplatissement combine avec le de'pla- 
cement se'culaire duplan de I’orbite del’astre L. Or, 
cette hypothese n'est pas suffisamment exacte, et I’ou 
veiTa plus bas que les formulcs (q) ne peuvent 
servir que penedant uti siecle au plus, a partir de 
I’dpoque d’oil Ton coixipte le temps t, mais qu’au- 
dela elles donneraient des resultats fort difierens des 
phenomenes observes. 

29. Nous avons rapporte jusqu’ici les angles 6 et 
a un e'cliptique fixe ; mais pour compai’er la tbe'orie 
apx observations , il faut ayoir les valours de ces 
angles par rapport a Tecliptique mobile , puisque 
e’est en effet de 'ce plan que nous les observons. Sup- 
posons que I’astre L , dont nous avons considere Tac- 
tion sur le splie'roide terrestre, soit le Soleil , et con- 
sidi^ttS te ti^anigle forme sur la kurfacd'd’tine sphere 
dfcritpdu centre de, gravitede la, Terre avec uUj^ayon 
arbitraire, par-Tecllptique fixe , Tequateur et le plan, 
mobile de Torbe solaire , ou TecHptiqne vraie. Si Ton 
de'slgne par fl' Tinclinaison de Te'quateur aTecllptique 
vraie, les trols angles de ce tpiangle seronf y, 
et Tare a + 4 sera, let c6tQ, oppose a Tangle 
180“ — 0'; on aura done, pour determiner cet angle, 

' ^ ‘ coS ^'l==4o^0 l:os^ — sin 0 sin y cos (ct-1-4 % 

C^tte e'quatiqn <| 9 nnc, aux quantite's, pres de Tordre y^ 
6' = 0; . qnantlte's de 

:C(3S 0' = cos 0 — sin: 0 fcos(a-4-4}y 

d’ou Tdwtlre ^ eii substituant pottr y cos (a 4^*4)^ 
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valeur, et en negligeant toujours les quantiles du 
second ordre, 

6 ' = G + 2 .B cos (cf + ^). (5) 


Designons, dans le meme triangle splierique, par .jr, 
le c6te oppose a Tangle y, nous aurons 


sin X = 


sin>^ si n {u — 4^) 
sin / 




Nommons 4' la distance de Tintersection de Tequa- 
teur et de Tecliptique vraie, projetee sur Te'cliptique 
fixe , a Forigiiie inyariable d’oulon compte 1 angle 
4 sur ce dernier plan , et considerons le triangle 
spherique rectangle dont x est Tb ypotpouse et dans 
lequel 9 est Tangle adjacent an cole 4 — 'V t 
aurons 

tang (4 ^-0 ■= cos 9 tang x. 

La suppodtion de yz=:o donne x = o, et par 
consequent 4 ^^^ 4* Ion substitue pour tang as sa 
valeur tiree de Tequalion (r) , et qn’on neglige senle- 
ment les quantiles de Tordi’C on Irouvera 

tang(4— 4') = cot6.7sin(a + 4), 

d’ou • > Ton tire ^ dn mettant pour y sin (a + 4)' 
valeur et negligeatafrles qdantite's dn second; n»deg'; 

4'= 4 — cot ^ 2 , B sin 4 i- , ?5(4) . 

'Nous avons r 61 )reS 6 ntd;p’ar y Tiii^HS^b'4de Te'- 
cliptique vraie sui'* T'dcliptique*’fixdj*f^til6S’eqti4ti^3ttd 
(it), on a generalement 
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>•* = [2 . B si n (c<-|- -f- [2 . B cos 

Prenons pour plan^ fixe celui de Tecliplique au com- 
mencement du temps t;y sera nul pour cette epoque , 
puisque alqrs I’eclipjtique vraie toincide avec I’eclip— 
tique fixe ; on aura done 

; 2,Bsin^=:o, 2.Bcos^=o. 

Cela pose, si dans les equations ( 3 ) et (4), on rem- 
pJace 6 et 4 par leurs valeurs donnees par les for- 
(j)j ot (a), . on aura, pour determiner G' et 
, les dewx form.ules suivantes : 

6'^A— 2.fc£^.[cos(c< + ^j-,cos^g], 

4 '= fe-|-2 -|-.^*tang*A^[sin(c«+S)-sin^] , 

lOs constatites % l k m^e signification que 
dans le n® 27. 

3 o. Ces formules son t cedes que nous eniploierons 
pour determiner les variations d’objiqiiitd de I’eclip- 
tique vraie, et la precession des equinoxes relatives 
a ce plan. Pour les comparer, a celles qu’on obtien- 
drait en negligeant I’effet de , raplatisvsement de la 
Terre combine avec le de'placement seculaire de I’e- 
cliptique, substituons dans les equations (3) et (4) 
po^r 6 et 4, leurs 'V^eufs donuees par les equations 
^ftflornmoris, pomme pr^ce'demment,. h I’obli- 

I'Gcliptique Iqrsque t qst oul ; nops anron$ 
ainsi , 
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fl' =A+ 2 .B[cos(c«-f cbs(irf 4 ^^j], V 

^'=Zi — 2. Bcot/![sm(c<+^)— sin (ZZH- €).]'■ 

Ces formuks s’aciBrdent assez bien avec les preke.^ 

' dentes , lorsque le temps t, qnel’on suppose exprk 
xner un nombre d’annees Iropiques, nexeede pas 
centjelles donncnt egakment en effet, en les deve- 
loppant par rapport a i , et en negligeant les termeS 
de I’ordre pour la -variation de I’obliquite de 1 e- 

cliptique, ,, 

= — c)Bsin^; 

mais ces formules different beaucoup lorsque le 
nombre t est de plusieurs miile , par.ce qu’il n’est plus 
perniis alors da negliger les term«fe dqpendans du 
carre du temps. 

Si la Terre etait spberique , les actions des autres 
corps du systeme n’auraient aucune influence sur 
les mouvemens de son axe de rotation, puisque leur 
resultaute passerait exactemenft dans ce cas par son 
centre de gravite.- stds trois momeiw d’inerlie piiici- 
paux du sphcroi'de terrestre seraiebt alors egaux 
entre eux; on aurait par consequent Z = o , ce qui 
donne c=:i, et les valeurs de 6 ' et 4' se reduiraieaatt 
aux sttiyantes : .r< * 

0' == K . B’[ebs '(SZ ^ — ^ds , , j. ' 

Ces equations determinent la ^fari«%W^ <iejTobliqui*e 
de I’ecliptiqde et la pvdcessito iipsii^inoiiaes qui aid- 
yaiedt lieu par le seul ■©ffet- dui fdejflacement de 1 orbe 
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solaire , resultant de Taction mutuelle des differens 
corps du sjstenie. En les comparant aux formules 
(5), on voit que Taction du Soleil et de la Lune 
sur le spheroide terrestre change considerablement 
les lois de ces deux phenomenes ; mais celte difference '* 
ne devient sensible qu’apres un grand nombre d’an- 
ne'es. En effet, la ^aleur pre'cedente de 0' donne, pour 
la variation ,de Tobliquite' de Tecliptique ^ en ne'gli- 
geant les quantite's de Tordre 1“, 

<f'S' = — t. 2. IB sin Q. 

Cette valeur, en observant que Ton a — b=l c, 

coincide avec celle que nous avons tiree des formules 
(5) et (s). La variation se'culaire de Tobliquite de 
1 ecliptique est done la nieme pour les temps voisins ■ 
de Te'poque , que la Terre soit supposde s’eloigner ou 
non de la figure spbe'riqufe j mais cette variation est 
fort differente dans leA sikles suiv'ans , et dans les 
suppositions les pliits vi'aisemblables sur les masses 
des planetes ^ 1 etendue entiere de la variation de To-* 
bliquite de Tecliptique est reduite par Taction du 
Soleil et de la Lune sur le spberoide terrestre , a peu 
pres au quart de la valeur qmelle aurait sans cette 
actioa.ii - r : 

3i . Nous n’avons conside're jusqu’ici que Tinfluence 
du Soleil sur les^de'placemens de Te'quatcur terrestre ; 
conside'rons inaintenant celle de la Lune. 11 est clair, 
Tanaijse prece'dente, que Taction de la Lune 
sux valeuTB de 6 et de des termes sem— 
que produit Taction du Soleil V mais 
nne ci^^si^nice particuli^re ku mouvemeiit de cet 
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astre contribuera a simplifier ces expressions. L'ob- 
servallon montre que I’inclinaison mojenne del’orbe 
lunaire a I’ecHptique vraie est a pen pres invariable ; 
il y a done de I’avantage a introduire cet angle a la 
' place de I’inclinaison sur I’ecliptique fixe dans les 
' fornrules (i), ( 2 ) et (5). Pour j parvenir, designons 
par y' I’lncllnaison de I’orbite de la Lune sur I’eclip- 
tique fixe, et par ct' la longitude de son neeud , 
comptee de la iigne fixe qui sert d’origine a Tangle 
4/ , eiii sorte que a' + >4 cette meme longitude 
comptee de Tequinoxe mobile. Soit s la longitude 
de la Lune comptee de la meme ligne fixe sur Te- 
cliptique invariable. 11 est aise' de voir que les 
latitudes, par rapport a lecliptique fixe et a Te'clip- 
tique mobile , seront respectivement, aux quanti- 
tes pres du second ordre, tang ysin(i' — a^) , et 
B'sin(5 — a,'), en.designant par IT la tangente^de 
Tincllnaison moyenne de Torbe lunaire sur Ted ip- 
tique vraie ; mais si la Lune etait en mouvement sur 
le plan ra^nie de cette e'cliplique , sa latitude au-des- 
sus de Tecliptlque fixe correspondante a la meme lon- 
gitude s, serait tang5/.sin(5 — a). Cette derniere 
latitude est a tres peu pres egale a la difference des 
deux premieres ; on aura done 

tang y sin (i'— pt) =tangy sin(5 —a') — - B'sin(5 

d’oii, en supposant sucCessivement s egal k’ zero', et 
5 egal a un angle droit, et subslltuant -a-iOgl^s y 
et y' a la place de leurs tangentes, oil' tire 

y sin a,' ='y sin a 4" sin a', 
y' COS a' 3/ cos at 4 - cos a'. 
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Cela pose, les quantiles y' sin (a' + •4')» 
y cos (a' + 4 ) representant les produits de I’in- 
clinaison de I’orbe lunaire sur Tecliptique fixe multi- 
plice par le sinus etle cosinus de la longitude de son 
nceud, coraptee sur le meme plan a partir de I’e- 
quinoxe mobile; on aura, en les developpant, 

y sin (ot.'+ 4) = y' sin aJ . cos 4 + cos a.' . sin 4 > 
y'cos cos a' . cos 4 — y' sin aJ . sin 4 • 

Si Ton substitue, dans ces expressions, pour y' sin a' 
et pour y cos et' leurs valeurs , on trouvera 

y sin (cl' -f- 4) — >■ sin + 4) “b" 4)> 

y' cos (ct' -f“ 4) y "d" (a'+4)* 

Designons par L' la masse de la Lune, et par a' sa 

moyenne distance a la Terre, et faisons , 

en sorte que A designe le rapport de Taction (Je la 
Lune a celle du Soleil, II est clair qu’il suffira, pour 
avoir egard a Taction de la Lune , de substituer Am* 
a la place de m“, et les seconds membres des equa- 
tious precedentes, a la place de ^sin (a+4)®*^^^® 
cos (a 4^4) fqnpples («)• Qn’on designe 

par c'f + €' la valeuE moyenne de la longitude dtt 
uoeud de Torbite lunaire, comptee de Tequinoxe 
mobile , la seule a laquelle il soil necessaire d’avoir 
egard, ce qui donne a' + 4 = c'f + €'; qu’on jn*- 
tegre ensuite les equations resultantes, en remarquant 
qu’on peul, dans la partie relative aux dcplacemens 
de Torbe lunaire, regarder 6 comme constant et 
egal a li; qu’on change de plus I en (i + A)Z, ou , 
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comme I est arbitraire, qu’oa suppose que cette cons- 
tante represente desormais cette quantite , ce qui 
donne 

I ^ . cos k, (6) 

aura, eu'vertu de§ actions combinees de la Terre 
et du Soleil, 

6 = A— 2. —.[cos (c/-f — cos^l' . cos (c'^+^0 > 

6' =/z— 2.5fc^^.[cos(o/+^) — COS^ , .cos(c'ifr+^') , 

C C -j- Xj 

=lt + S . — . cot A.^i -f- ^.tang^A^ [sio (ct + — sin ^ 

4' + 2 . cot 7i . [i 4-;^ . tatJg“A^[sin(ci4-C) — slnC] 

+ -rr~“ • cot aA . sin (c'i+ £') • 

c(i+A) 

Dans ces forniules, h represente I’inclinaison 
moyenne de I’equateur a I’ecliptique , on I’obliquitd 
apparente de Tecliplique a Tepoque on I’On fait com- 
mencer le temps, et I le moyen mouvement des 
equinoxes a la meme epoque. 

D’aprfes le sens dans lequel est compte Tan gl e ^ i , 
on volt qne le mouvement des equinoxes sera reti?©- 
grade, si cet angle croltavec le temps t; or, le ^l*eWiier 
terme de sa valeur surpasse tous les autres, ’€>t C etant 
le plus grand des trois momens d’inertie du ^bdroide 

terrestre, I est necessairementunequaiMite positive; 

le mouvement des equinoxes est done rdtrOgrade a la 
fois sur I’ecliptique fixe et sur Fecliptique vraie. 


a5a TH^ORIE ANALYTIQUE 

Telles sont Jes valcurs de B, 4? S', 4^ qui 
resultent de Taction du Soleil et de la Lune sur le 
spheroide terrestre, et les formules pre'ce'dentes sont 
celles qu il faudra employer pour determiner les 
deplacemens de son equateur. La premiere partje* 
de ces formules donne la variation seculaire des an- 
gles 6 , 4 , 0 ' et 4 '; le ur dernier terme est perlodique 
et de'pcnd du iiiouvement des noeuds de Torbe lii- 
naire ; sa periode est d’environ dix-huit aris. Cest lui 
qni constitue specialeinent ce balancenient particu- 
Her de laxe terrestre que Bradley a le premier de- 
couvert, et qu’il a nomme sa nutation* 

c> 2 , Exaniinons I’influence du mouvemeutdes equi- 
noxes et des deplacemens de Fcquateur sur la lon- 
gueur de 1 annee tropique et sur la duree du jour 
moyen. L espace de temps qui s’ecoule entre les re- 
tours du Soleil au meme equinoxe ou au me me sols- 
tice, forme I’annee tropique 5 Fintervalle compris 
entre deux de ces retours aux memes e'toiles forme 
1 annee sideVale. Si les e'quinoxes etaient fixes, I’an- 
nee tropique serait egale a Tannee siderale ; mais 
comnie ils onl sur Fecliptique un mouvement re'tro- 
grade ou contraire au mouvement propre du Soleil, 
ils s’avancent au-devant de cetastre, et resserrent 
Tespace qu il avait a parcourir pour accomplir sa re- 
volution. On aura la duree de I’annee tropique en 
retranchant de 1 annee siderale I’arc parcouru pen— 
d^antce temps par I’equinoxe sur recliptique vraie re- 
duil en temps , a raison de la circonference entiere 
pour *une annee. Soit done T lannee siderale , la 
longueur de I’anuee tropique sera 
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dt. 36o°/' 


L’annee siderale estde 365^,256584; le moyen mou- 
vementdes equinoxes dans cesiecle est de 5 o'', 5 'j 5 'j ; 
JJaUitee siderale surpasse done I’annee tropique de 
0^14197. Mais comniele mouvement des equinoxes 
est variable, la longueur de lannee tropique change 
dansles dlfferens siecles; elle est maintenaut d’envi- 
rdn 9" plus courte qu’au temps d’Hipparque. 

On distingue en AstKomomie trois espeees de joures* 
le jour sideral , lejour solaire et le jour moyen. lie;’ 
jour sideral est I’intervalle de temps qul s’e'coule 
entre les retours dune meme e'toile a un meridien 
donne. Le jour solaire se m6sure par les'passages sue- 
cesslfs du Soleil par le meme plan. Si Ton imagine 
dans le plan de Tecliptique un Soleil fictif qui se' 
meuve d’un mouvement unifiorme et passe an perigee’ 
eta I’apogee en m6me temps que le Soleil veritable;^ 
que I’on imagine ensuite dans le plan de 1 equateur^ un 
troisierae Soleil qui' pSsse par I%bin6xe duprint6rxi*^s' 
en meme temps que le Second, et qui se meuve iidi- 
formement, de maniere que les distances angu- 
laires de ces deux astres fictifs au meme e'qulnoxe 
soient constamment egales entre elles, I’intervalle de 
deux rptpu^ ,qpp?ec.uti/§ ((|e; pe^lKoi^ieme Spleil^,^^ 
meridien sera ce qu’on appelle le jour 
mouvement de rotation de la Terre autoup^de son 
axe etant uniforme, n® 20, et le moyemmomi^ent du 
Soleil dans son orblte e'tant invariaHle, n* 61 , liv. II, 
la duree du jour moyen serait cOnsJante, si I’obliquitid' 
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de I’ecliptique etail toujours la meme et si 1^; mou- 
vement des equinoxes etait uniforme : les variations 
auxquelles elle peut etre assujetlie ne de^pendront 
done que des variations seculaires de I’obliquite de 
I’ecliptique et de la pre'cession des equinoxes.. 

Pour les determiner, considerons la marchshnAl^ 
Soleil fictif que nous avons suppose en mouvement 
sur le plan de requaleur. Soil v la vitesse dont cet 
astre est anime, s sa longitude comptee de I’inter- 
section de I'equateur avec I’ecliptique fixe. La posi- 
tion decette ligne varie, el son mouvement retrograde 
projete sur le plan de I’equateur sera ^f'\j,.cos6 pen- 
dant I’instant di; on aura done, a la fin de cet ins- 
tant , 

ds = Y.dt-^ d'\f,.cos 0 . 

Nommons d la .^i^tance du ^oleil a Vequinoxe 
reel, e’est-k-^ire a. I’inter^ction de I’equatenr avec 
recliptique jyrgi ^9 i f “-f f'^seraTarc conjpris sm' I’^ua- 
teur entre Tequinoxe reel et I’equinoxe relatif a 
I’ecliptique fixe. Nous avons designe par x ce 
mdme arc dans le n® ag; on aura done, a tres peu 

^ , i:;.. + S) , 

* — , 


d’ou, eh diffdrenciant et metfant pour sa valeur, 
Ota tire 




sin d 


Soiti|2tllcix)!OTjiTement angulaire doiseooaaid Soleil, oa 
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de fictif qui se meut uniformement sur le plan 

de I’ecKiptique vraie ; la vitesse de ce Soleil , par rap- 
port a line ligne fixe, sera m. L’equinoxe reel a , re- 
lativement a la nieme ligne , une vitesse retrograde 

^ U vitesse du second Soleil, par rapport a cet 

equinoxe, sera done m -H C)r> d’apres la defini- 
tioxi du temps moyexi , il est cl air que cette vitesse 
doit etre egale a ^ ; on aura done, pour determiner 
V, r^qtiation 


^'i'_^.cos9 4- 


Nous avons, par le n° 29 , 


2 . Be ■ cos (c^ + C) 
sin 6 


__ cos 6 . 2 . Be . cos (ct 4 - S) , 

di; at 


on aura.4QP<5 


■* J' 




.Be.eos.(ci4^ 

Si Ton substitue dans cette equation pour id4 s» 
valour , ot. si Van nu^ ife a la place de 8 , on trouvO 

V = m 4 f r ^ cos sin A'.iS .<ios (cif 4" ' 4 

1 , ^ 5i(S2t».'y; , 

. ( I — ; 008 A) . . nf ^ — A . tang A . B<a>i(o4+0 


+ ( 


+ 


1 — COS A 
sin h 


, ‘ « «'ri I * iifi I ■ 


.Z.Bc.C0^(ci!4-,fi),,,,y| .■ 
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Nous avons designe par n la vitesse de rotafe^i de 
la Terre, et nous avons vu que cette vite^rae etait 
invariable ; il s’ensult que n — v est la vitessei relative 
dont un me'ridien quelconque de la Terre est anim^ 
par rapport au Soleil rnoyen qui se meut surA’e'qua- ^ 
teurj si Ton nomme.donc ^ la longitude de ce meriSian^^ 
comptee de ce point, on aura ^=/(« — v).c?t, ou 
bien en substituant pour v sa valeur et en effectuant 
I’integration indiquee. 


i;'r= [ra — m — (i — cos A). Z].f-f-sin/i.S. — .sin {ct q- Q) 


(i — cos'A).S.|^^^ — 2^.tangA+/cotA^ 


1 — cos h 


.S.B.sin (ci-j-£). 


L’intervalle de temps pendant lequel cet angle 
crolt dei forme- le -jo4r ^ moyen solaire ; on 
aura done sa variation seculaire , en retranebant la 
valeur def, deterrnine'e pour une epoque dohnee, de 
sa valeur a une autre epoque. On verra que cette va- 
riation ne s’eleverait pas a quelques minutes dans une 
periode de plusieurs millions d’annees, et que par 
conidquent on peut se dispenser d’y avoir egard. 

SSkifR^duisons en ilombfes les prec^dentes fdt-' 
mules, pour les comparer aux observations. Pour cela, 
considerons d’abord les quantites 2 - B sin (^t -f- et 
2.Bcos(if -f-^) qu’elles renferment et qui repre- 
sentent. iribiolihaison de recliptique vraie suV Peclip- 
tique fixe , multiplie'e respectivement par fe sinus et 
le cosinus de la longitude de son nefeud. Ges qiiantites 
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coiVeipoudent a celles que nous avons designees par 
p er^ans le n° 69 du livre II j on aura done 

sin(^i + ^), y = 2 .B cos 

• La ^termination exacte des yaleurs de p et ^ de- 
dun calcul tres complique , et suppose une con- 
naissance parfaite des masses planetaires ; il reste en- 
core trop d’incertitude a cet egard , pour qu’on puisse 
employer la me'thode que nous avons presentee 
n" 6 g, livre II, dans la recherche qui nous bccupe. 
Mais comme les ine'galites se'culaires de ces quantites 
croissent avec une extreme lenteur , on pent les sup- 
poser developpees suivant les puissances du temps , 
conformementa ce que nous avons dit dans le n” cite, 
et les re'sultats que Ton obtiendra ainsi pourront 
s’etendre a mille ou douze cents ans avant ou apres 
I’epoque que Ton am-a choisie , ce qui suflit aux be- 
soins de TAstronomie. En prenant pour plan fixe 
celui de I’ecUptique au commencement de lySo, et 
fixant a cette epoque I’origine du temps M. Bou- 
vard a trouve, d’apres les donnees les plus exactes 
que nous ayons sur les masses des planetes , 

p == «.o",o665i4 4- <*.o", 00001 8658, 

y=z= — i.oVtSSgiy H- 000005741, 

t exprimant un nombre quelconque d’anijiBeS ju- 
liennes. ^ 

Si Ton developpe les valeurs de p et q , |>ar rapport 
au temps , on aura 

Tome II. 


17 
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* 

= 2 .B sin 2 .B 5 cos^ — 2 . Bi* si|i| , 

^ = 2 .Bcos^ — f.2.Bisin C — ^ .2 .B^’^os^. 

En compavant ces valeurs aux precedentes, oij^trou- 
vera ^.rra^ 

S.Bsinfeo:, s. B&ame=^o", 4569*9, 

X.Bcos 5 =;o, S.B 5 .cose=o",o 663 i 4 , 2 :.B 5 “cosS=—o", 000011482 

34, Cela pose, developpons les valeurs de 6 , 4 > 

4' en ayant egard aux termes dependans du carre du 
temps. Pi’enons, pour plan fixe, celui de I’ecliptique 
en 1760 , Torigine du temps etant fixee au i®*' janvier 
dc la xneme annee , ce qui donne 2 . B sin C = o , et 
2 . B cos ^ = o. Si pour abreger on fait c't-j-S' == A, 
el qu’on observe que c—l\-b,Qn negligeant dans 
un« premiere approximation les quantites de I’ordre 
dit carr^ dei perturbattices , ce qui reVient h. 

regardfep 6'ct>Amfe Constant dans les Equations diffd- 
rentielies du n“ 26 , on aura 


, .. B7a 

t =h+-,'S..BlbcosC — . - t: .cosA, 

b' . S . B& sill . S . B. (Z+Z?) . h cosb ^ 

. - 2B'Za j 

4^ — 11-^0 n cot a/t * . ^1b . ski ^ ® ^ ^ 

4'=Zi— i5,cot7j.2.B^i cos^-<“.(^_^j^^.S.BZ6siii?+icot;;t.S.B6“.sin 
_L . cot 2 A . sin A . 

c (1 +a) 

II ne reste plus qu a substituer dans ces formules, 
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a li-mace des constaates qu’eHes renferment , leurs 
valeOT^esultantes des observations. Si Ton fait abs- 
tractionke la partie periodiqiie j h designe FoWiquite 
de I’eAtique a Tequafem',. aa cbmmeijeefeiient tUe' 
lySo^a constante I depend des trois moniens d’K 
nejjjirdu spheroide terrestre. La figure et la cons- 
'titution du globe sont loin d’^etre assez bien connues 
pour qu’oa puisse determiner directement q^tte cons- 
tante; mais en difierenciant la valeqr de,-^'^ 
pQsaot «==o d?.ns pa diffdi^ti^^^ Cka: . 


c est I’exprcssion de la precession njoyeniie des equi- 
noxes pendant un6 apnee julienne, pour I’e'poque 
eommence le tepsps t-x on; peujt di®flo, '«u, mb^bn 
dfi I’equatioa pr^cedenite , deduire la valeui' de I A& 
ceie de cette precession donne'e par les obsei^vatioas'. 
La precession annuelle elait en ijSo de 5o'\5‘f5'/2'y' 
par consequent, 

I — cot A .2 .LA cos S = 5o’','5'j5'j2. 

**;*! ' : I* * I r 

Uobliquite de l^eclipliqu^ ^ la xneme epoque etait 
de on aura done 


Le rapport de faction de la Lune 4 C|ll|^^^Sq-- 

leil est, d’apjjes, Jeaobservsdtt®n&'dbs1iW^^^^2".<^555^i'' 
par consequent, > uoa/s^'SH- 


17. . 


a6o 
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A = 2.55355. 


La constante B' est la tangente de rin<|^'^inaison 
nijOjenoe <de I’orbe lunaire’sur ^ecliptiqu 4 ^ "vraie. 
Cette inclinaison est de 5 “ 8 ' 49 '' ; on a IL 

1 ,l'6gB' =8.9545973; 


c'* le rfloyefl mouvement. des riceuds de la Lune 
pendant Tunite de temps , c’est-a-dire pendant une 
annee julienne ; ce mouvement est retrograde et de 
ig® 2 i' 2 i", d’apres les observations. En reduisant cet 
arc en parties du rayon , on aura 

. c' = — 0 . 35782 . 


lEnfin, m etant le moyen mouvement du Soleil 
pendant I’annee siderale de 565^>3!5658, pour le rap- 
porter a, la m^me umte de temps qne l'es valeurs pre- 
cedente©,'#© fi4ra»la pisop«niion ' ' ' ' 

565^,25638 : 36o® :: 365^,25 : w , 

d'ou Eon tire . 

.. - _ 55^«5q' 5j^". " , . , , _ , ' 'i' 

D’apres ces dpp;B^^s, on trouvera pour les valeurs 
de 9, 6', 4 6t4^ apr^s un nonibre quelconque r d’an- 
nees juliennes comptees de iy5o , 

6 ==2^*’28'i8'’q- o*,ooooo8o978+9*>426.pos A , 

fl' 5=23®28 'i8" — t. o", 456917 — «*.o'’,oooo62357-f-9"426.cosA, 

^'=seMo"^ 3 '] 5 jz -pi*, o", 006 109758 — i7",6i5>5iuA. " 
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Cat^jformules serviront a determiner I’obliquite de 
l!eclipti\ije et la precession des e'quitioxes dans I’in- 
tervalli|(l de mille on douze cents ans> a partir de 
I’epoqije de lySo, en ayant soin de faire ^ negatif potir 
» les tapps ariterieurs a cette epoque. 

On pent, par les yariations observees dans Fas- 
cension droite et la declinaison des etoiles, determiner 
directement celles dfe fl et de 4 ; c’est ainsi que, Brad- 
ley a trouve Ife coefficient de cos A on de la nutation : 
cncoeffifcifent, selM Ini, serait deb"", 9917 . Maskelyne, 
en. dJscntant atfec plus sojp les observations 
qui aVaient servi a I’etablir , I’a trouve de 9",449> . » 

suivant M. Brinkleys il eSt de 9",25o. Ces derniers 
nombres se rapprochent beancoup du coelficient.de la 
theorie, et la difference est dans les limites des erreui's 
des observations. 11 suffirail , pour la faire disparaitre, 
de changer un peu la valeur de X, que nous avonssup- 
posee egale a 2 .. 55353. Laplace , d’apres les obser- 
vations des marees , avait d’abord trouve cette valeur 
egale a 5; il a ete oblige ensuite de la diminuer 
beaucoup, ce qui la fend plus concoadante avec celle 
qui resulte de plusieurs autres phenomfenes. La valeur 
de X que nous avons adoptee d’apres lui^ donne 
pour la masse de la Lune ^ de celle de la Terre ; ejle 
ejst peut-etre encore un peu trop forte. , , 

L’une des observations les plus anciennes qui 
soient parvenues , est I’observation chind-ise eitee 
dans la quatrieme edition de VExposUi&^i^u Sys- 
teme du, Monde, et qui se rapporte aTlift,! 100 avant 
I’ere chretienne. Selon cette observation , I’obliquite 
de I’ecliptique etait alors de 23'’,54^5!"j c’est la valeur 
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4e ^^^stractioii faite de la pao-tie periodiq 
retnonter a cette epoque, il fout faire t 
dans les formules precedientes i on trouve 
ne !CO;iisiderant qufi la variation seculaire , 

, , 0'== 25‘>49'4i", 



Vour 
• 285o 
iots , en 


La differience entre la theorie et robservation est 
done de 4 ^ 19 * ; elle semble indiquer, dans Tobliquite 
de reciiptique , une diminution plus rapide que nous 
ne lasupposons.Au reste, cet;te diffe'rencepai'aitrabien 
petite, si I’on cqnsidere I’incertitude de Tepoque pre- 
cise de cette anclenne observation), et I’inexactitude 
des resultats du gnonjon jqui lui out servi de base. 

36- On a , par les observations , ^ 







-Cette,vateiii*>.i|^S(n,ta a eelfe .dc;i?, h, et 

diun“54,doa»aera! ' » 




6'^ == o'',5i9.COS2C^-{-o",092.COS2p' o", 09.1 67 -COS 2 A 

'^',= — i",i96.sin2(> — o",2i I .sin ay'-i-o" ,8444^ 

wleurs qu’il faudra joiindr© a tseiles de 0 et de pour 

avoir les valeal?s’'eon[ijd%tes de ces quantit^s. 

Les deux preniiera termes de 0'^ et de depen- 
dent du mouvement du Soleil et de la Lune dans 
•leurs orbites. Les astronomes ne les avaient pas con— 
■sideres jusqu’ici , tnais la prddisioin des observations 
tEKKodemes oblige d’j avoir egard. lls avAient pareil- 
negligd les ine'galit^ de la prddessidn et de la 
nutjdiot* qui dependent du double d^ la longitudd du 
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ncetMide la Luiae : on voit qu’elles sont en #ffet tres 
petites Xpar rapport aux inegalites qwi dependent de 
la longirude du meme nceud. M. Bessel a le premier 
considifee, dans la valeur de 6 , rinegalite de'pendanife 
' de J^dngle aAjil n’y a aucun motif pour negliger 
’•^I'flfegalite correSpondante de la precession qui a, 
■comme on voit, un coefficient neuf fois plus con- 
siderable. 

37. Rienn’estplus facile que de determiner, d’apres 
les resultats prece'dens, les dimensions de la petite 
ellipse que Bradley avait imaginee pdur; repre'senter 
les inegalites du mouvement de Taxe de la Terre. En 
effet, on p.eut i-egarder la precession 4 e'quinoxes, 
sur Tecllptique fixe, comme produite par le mouve- 
ment retrograde du pole de I’e'quateur sur un cerde 
parallde .a cette ecllptique; ce mouvement est egal 

a 4 sin A ou a It sm h -}- . sm A, en 

ne conslderant que la principale Inegalit^ pe'riodique 

de 4. L’ine'galite . cos A de la valeur de 9 , in- 

dique d’ailleurs dans i’axe terrestre un mouvement 
qui se fait dans le plan du cercle de latitude qui passe 
par cet axe. Ce double mouvement pent etre repre'- 
sente de la maniere suivante : on suppose le p 61 e 
terrestre mu strf la circonffirence d’une petite ellipse 
dont le centre, qu’on pent considerer eo^?i,C5te‘!l^.l*eu 
moyen du p 61 e, est situe sur le cerclg pien^f^rallele- 
xnent a I’ecllptique fixe, et decrit uniform dment cbaque 
annee 5 o", 63844 * 1 ® sa circonfe'rence. Le plan de 
cette ellipse est tangent % la SjiliWe cde'ste , et son 
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grand axe, toujours compris dansle plan d’unj*r'rcle 
de latitude, sous-tend un arc de i8",852. We petit 
axe est au grand axe comme le cosinus duwouble 
de I’obliquite de i’ecliptique est au cosinus cette 
obliquite, c’est-a-dire comme cos nA est a coslll^cet " 
axe sous-tend un arc de i 4 ",o 32 . Pour dq'ternnnSP^ 
la position du pd>le sur la circonference elliptique, 
on imagine , dans le plan de Tellipse , un cercle de'- 
crit du meme centre, avec son grand axe pour dia- 
metre. On concoit ensuite qu’un rayon de ce cercle 
le parcourt d’un mouvement uniforme et retrograde, 
pendant une periode des nceuds de la Lune, de ma- 
niere qu’il coincide avec la moitie du grand axe la 
plus voisine de I’c'cliptique , toutes les fois que le 
noeud moyen ascendant de I’orbe lunaire coincide 
ayec Tequinoxe du printemps. Enfin, de rextremite 
de" ce raybn , on abaisse une perpendiculaire sur le 
g^and-aAe de I’elMpse , et le point ou cette perpen- 
diculaire rencontre sa circonference est le vrai lieu 
du pole terrestre. 

58 . Determinons maintenant les variations del’an- 
ndetropique, du jouv moyen etdu temps exprime en 
jours moyens solaires. . , 

La vakur de 4 ' donne , en la diffe'renciant, 

d 

= 5o",5y5';2 -h i.o",ooo2xg5i6. 

Get arc reduit en temps, a raison de la circonference 
entiere pour une annee siderale de 365^,25658 „ 
d^pe 

*■ d'l' , , , . . i 

; ■^*?= 0,014197 •+■ f.Q^,ooooo 6 j; 868 , 
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^nt un nombre quelconque de siecles dont 
Torigin^est en lySo. La longueur de Tannee tro- 
pique sya done 

565^,24219 — 1.0^3000061868. 

Jesuit que cette longueur diminue d’une demi- 


seconde a peu pres par slecle. Si Ton lait /= — 18,78, 
on aura la longueur de I’annee tropique qui avait lieu 
au temps d’Hipparque, ou cent vingt-huit aas ayant 
Tere chretienne. 

Si Ton de'veloppe la valeur de ^ du n'' 62 ^ quon 
neglige les termes de Tordre et qu’on arrete Tap- 
proximation au carre du temps, on trouvera 


^ TO--(i — cos A).(/+ f 


en faisant, pour abreger, 

H= j^5.S.Bi)®sin?+2. BZ6.sin£.^i -f- I 


Le jour moyen est rinlerv'alle de temps qui repond 
a une augmentation de 36o® de Tangle en appe- 
lant done u sa longueur , on aura 

360° = — m — ( I — cos h) . -f- (a) . 


Si Ton prend pour unit^ de temps le jour moyen 
a Tepoque ou commence le temps en faisatit dans 
Te'quation precedente u = i, t= o, onianura, pour 
cet instant , j ‘ * 

560 ” = n — m — (i — cos h) . (l + 
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Pour rapporter a la iiouvelle unite de temps^i^riler- 
nier terme de cette equation , il faut y substituer , 
pour/et 2.B^ sin leurs valeurs prece'denfe, apres 
les avoir divisees par 365,25, parce que ces|jvaleurs 
sont relatives a une annee julienne. Ce terme ^Nment ' 
alors inutile a considerer. La valeur de m donne^pSP^ 
I’observation et rapportee a la meme unite , est 


m— o“,9856r ; 

on aura done 

n = 36o®,9856i , 

et la longueur du jour sideral, exprim^ en jours 
moyens, etait par consequent de 0,997262 a I’e'poque 
de lySo. 

Si, apres avoir divise les valeurs de 2. BA® sin ^ et 
de S.BZA sin €, par le carr^ de 565,25 j pour les 
rapporter ^ ln-nouvelle unite de temps, on les suBsli- 
tue dans Pexpression de H , on trouvera 


o",ooooa8o3i 
(365,35)“ ”■ 


L’equation (a) donne 

M = I 


zELi 
360” ■ 


Soit done i un nombre quelconqme de si^cles dcoules 
iepuis lydo, on aura, par la grandeur du jour ftaoyen 
a cette e'poque, 

i.o ", 118431 
(l 06000)'^ ^ 


= I 
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d’oil Ton voit que sa diminution seculaire sera tout- 
a-fait insensible. 

Si I’liin fait m=;t.36o“, la variable t sera la me- 
sure dii temps en jours mojens, et d’apres les valeurs 
pregjydentes de a et de H , on aura 

ooooooa 1 6 i >.8 
P5”-5)S • 

Le temps e n’est done pas rigoureusemenl pro- 
portionnel a t; mais comme le second terme de 
Tequatibn pf&edente est insensible , Sa consideration 
est inutile aux astronomes , el Ton peut continuer , 
sans inconvenient, a prendre le jour raoyen solaire 
pour servir de mesure an temps. 

5g. La tfadorie donne le moyen de determiner les 
rapports qui existent cntrela precession et la nutation, 
et les lois de la densite et de I’ellipticite des couches 
de la Terre , de sa surface an centre. En effet , si dans 
Ttiquation (6), n° 3i, on substitue pour 7, A, /i, leurs 
valeurs n* 54 j en observant que la valeur de m rap- 
portee a la meme unite de temps que I donne 

nz = , 

et que Ton a en outre 

^ = o.ooaySoS , 
ontirera, de cette equation 

2C — A — B f. 

= 0.00019012 ; 

et comme on a, a fres peu pres, A= B, il cn re- 
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sultera 

— = o.oo5og5o6. 

# 

Nous reviendrons sur I’es consequences (fe cette 
equation , quand nous nous occuperons de la '^ure 
des corps celestes. 

4o- Nous avons jusqu’a present regarde le sphe- 
roide terrestre comme entierement solide,; cette sup- 
position n’est point parfaitementexacte, et pourque les 
re'sultats de la theorie precedente fussent rigoureuse- 
ment applicablesalaTerre, ilfaudrait avoir la certi- 
tude qu’ils ne sont pas altere's par les oscillations et les 
frottemens du fluide qui la con vre en tres grande partie. 
C est ce que Laplace est parvenu a demontrer par une 
savante analyse qui Fa conduit a cet important theo- 
renie que nous nous contenterons de rappeler ici : 
X^es phenomenes de la precession des equinoxes et de 
la nutation de Vaxe de la Terre^ sont exactement les 
mSmes que si la mer formait une masse solide a\>ec 
elle. 
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CHAPITRE YI. 


Mouvement de rotation de la Lune ^ autour de son 
centre de gravite. 

4i. Un phenomene extrenaementiremarquable datis 
le s jsleme du monde , et qui parait avoir ete conau 
de tout ■ temps, ^’est que la Lune, dans son mou- 
vement de revolution autour de la Terre, nous pre- 
sente foujours la m4me face. L’explication que‘te 
anciens ^stronomes avaient donnee de ce singulier 
phenomene etait erronnee ; c’est a Hevelius et a 
Newton que Ton doit la connaissance de sa veritable 
cause. Ils montrerent que pour en rendre raison , 
il fallal t supposer une egalite parfaite entre le mou- 
vement^ de revolution et le mouvement de r6tati’6n 
de la Lune ; d’ou il resulte qu’a mesure que son 
centre de gravite s’avance sur Torbite qu’il decrit au- 
touf d6 la Terre, I’axe du spherbide lunaire qui est 
tourne vers nbus decrit par un mouvement contraife 
le me me nombre de degres, en sorte que ce Secbfid 
mouvement, rqmenant sans cesse vers le centra (tela 
Terre le m^rae hemisphere de la Lnne> •tW^s les 
antres parties de sa surface nous restMt t* fnihais ca- 
chets. Bientbt apres, Dominique Ca^ni, par une 
observation plus attentive encdl'e taches de la * 
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Lune , decouvrit, dans son mouvementde rotation, 
de nouveaux phenomenes; il reconnul, i®. quel’incli- 
naison de I’axe de rotation de la Lune a Vecliptique 
est invariable ; que les nceuds de son Squateur 
coincident constamment avec les nceuds de son orbite, 
c’est-a-dire que les plans de Vequateur et de P^'bite 
lunaire coupent toujours celui de Vecliptique suivant 
la mSme ligne cfpwjSA Ges deux imporlantes decoii^ 
Yertes, les plus belles pent- etre dontnoussoyonsrede- 
vables a ce grand astronome, et que les observations 
d^ Tpbie Mayer et de Lalandeont depuis confifinees, 
completent la tlieqrje astrprtomique du mouvemenlj 
dq rpta.tion de 'la Lpnej et Q«t permits aux geoipetres. 
ds. fd^ercjier , avec le jsecours dp I’apalysa , . I’expjica- 
tion physique des singuliers phenomeops ce 
mouvtiiTieat nous presepte. , 

; l^’Aletnhprjii jtenta. Jp prepnpr, .se|^jpnt;^eprise. Jl 
eas^^y?a.d^ppliqu.e*,k la Lune pes fqrpa^egjde.Jhi’pa’d* 
ce^ap-de9i,^uiqp7ces,i^ma^. Ja(,lente^ du mouvq- 
mpnt de rotation de.iCet aj^re:, et surtout Iq qirpqpsf 
tance particuliere de I’e'galite' de ce mouvemeut;a,qplup 
revolution, exigeait ,, pour traitpr cettp qpest^pn i 
upe analyse toute nouyelle, eit.celle qu!etpploya,4’<|kj. 
Ipmbert Ip copduis^t a des rqsultats inejcaqts.Iiagrapge 
eut jSUQC^ i, .6,1; son Menroire , quj, repiport?, le? 

prix propose, par rAcad.e'mie des Sciences. pour r 764,; 
jqifwt a celui qu’il, publia en 1780. da^s les Memoirps 
la theoqi^^iqoipplqte du ppouvof 
4 ? d,?. sop^oentre dq, 

• ! d^ipne ^li^^ord l’e5{plic%tiq;^ it 
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,mene que Ton a nOmme la libration ^n hngitude; il 
monlre qu’il est du a ce que I’egalite d« monvement 
moyen de ire’volution et de rotation de la Lune n’ayant 
point etc rigoufeusement exacte a Torigine des temps, 
ce qui paraitrait en efifet infiniment peu vraisembla- 
' ble , jl en est resulte une espece de balancement dans 
I’axe d'u spberdide lunaire dirige vers la Terre qui le 
fait osciller de part et d’autre du rayon vecteur 
mene du centre de la Terre a celui de la Lune, 
comme pendule oscille sans cesse antour de la 
verticale dont Oijf I’a leggrement ecarte. Apres avoir 
developp® les lois de la libration en longitude, 
ainsi que les petites inegalites qui resultent dans le 
mouvement de rotation des inegalites du mouve- 
ment de revolution, passant a libration' de la;Luile 
en latitude, par un choix de variables) extremei- 
ment iagenieux , et qui a ete utile dans un grand 
nombre de questions de la Mecanique celeste , il par- 
vient a determiner les lois du mouvement de I’equa- 
teur lunaire. Il montre que I’inclinaison de I’axe. de 
rotation d© la Lume- ©st ocsnstaiit©, et que le singar 
lim’ pla1enS0nxene.de -laiooincidence des noeuds.de s 6 n 
equateur et de son orbite , en est une’ consequence 
'inaMedialie. Pour que cette coincidence existe, il 
n’Ost pass necessaire qu’elle ait eu lieu rigoureusemcra* 
a I’origiikLe dja|inouv|einent.>,il. sulEt qixe. la difieiseas^ 
qui ex'istajfe a > cwJttpiiepioqu© entre les positidnsl'dies 
iweuds de req^ateuT et de Torbite knaix® 

petite; ratlmction de. la Terre atie^Miensnite 
et maintiendra. ©ternellement la co’inaijli^ce de leurs 
nci^fids mojens. ^ ■ 
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• • Cette belle, analyse , comme la plupart de celles 
que nous a laisse'es Lagrange ^ a presque epuise'' la 
question qu’elle avait k traiter, et les geometres qui 
s’en sontdepuis occupes, n’ont fait que la simplifier 
et ajouter aux inegalites de la libration en longitude 
eten latitude de'termine'es par lui, quelques inegalite's' 
nouvelles qui sont tres petites en elles-memes , mais 
auxquelles la precision des observations modernes 
Obligera desornials d’avoir egard. ■ C’est ainsi que 
M. Poisson, en discutant avec un nouveari soin les 
ine'galites de la libration en latitude , en a reconnu 
une qui depend de la difference en longitude du 
noeud et du perigee lunaire, et qui peut deven'ir 
sensible ; mais il s’est assure en meme temps qu’elle 
etait la seule de cette espece qui eut ete omise dans 
I’analyse de Lagrange et de Laplace, en sorle que 
toutesles autres inegalites auxquelles ds s’etaient dis- 
penses , dWtw * iiegatEd pbuvaient i ett - ; effet ^tre ne- 

On doit done regafder eomriae eoraplbte la the'o- 
rie physique de la dibration de la Lunej la seule 
chose qu’elle laisse encore a desirer , c’est un assez 
grand nombfe d’observations pour fixer avec preci- 
sion les domiees* que I’analyse emprunte a I’Astrono-' 
mie > *suBt0U!t ’ceUesi quildeterminent les rapports des 
momens d’ihertie des trois axes principaux dv> sphe- 
ro'ide lunaire , et qui fournissent par consequent des 
notions exactes sur sa figure. M.JNiGoIlet a deja exe- 
cute un travail de ce genre , en y employant 174 ob- 
T^irvations faites par :liu ou par MM. ' Bouvard et 
AYagoj esperons qu’une plus Ipngpe suite euoore 
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(1 observations confirtnera les resultats auxquels il est 
parvenu et ajoutera a leur precision. 

On pourrait de'termlner les ine'galltes da mouve- 
nient de rotation de Ja Lune trouble par I’action du 
Soleil et dela Terre, au moyen des formules conte- 
'nues d.ans le chapitre I"j mais 11 est plus simple de re- 
prendre pour cela les equations differentielles du 
niouvement trouble, donnees n' 2 . On verra aise- 
ment d’ailleurs comment les resultats que nous aliens 
developper se concluraient des formules ge'ne'rales 
(P) » 7> qui s’appliquent au mouvement de rota- 

tion de toutes les planetes. 

43'tWous placerons rorigine des coordonne'es au 
centre de la Lune, que nous supposerons immobile, et 
nou^r^j^rderonisleSoieU etla Terre commeclrGuknit 
aijtour d’elle. .Soient done L la masse de la Terre, 
X, V, z ses trois coordonne'es relatives a un plan fixe 
mene par le centre de la Lune parallelement au plan 
de reclipllque a une epoque donnee r son rayon vec- 
teur compte du meme point; en -ae .poussanli-Ids 
approximatiops que jusqukux timesijdfij tro&itoe 
ordre par rapport aUx dimOT^ions, du^e^eWideilu- 
naire , on aura ’ 


3L 

|^-5.(A.-B).([x''’-(Y'cose-zsia6)q,cos2?>+2x'.(Y'Gos<-zs;n<).si 

3L 

— aC).[x'“4"(T^ cos9 — zsinfl)']. 


' (lO 




. f' . 


Dans cette expression, A, B, C represent les 
trois momens d’inertie principaux dd'li llie^'i Wous 
continuerons a donner le nom au plan 

qui renferme les deux premiers axes principaux , 
Tomk 11. 18 
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(S’est-a-dire ceux auxquels se rapportent les momeris. 
d’inertie Aet B. Ce plan n’est plus ici, comme dans le 
mourement de rotation de la Terre, perpendicu- 
laire a I’axe instantane de rotation ; cet axe varie 
dans I’interieur du spheroide lunaire, en sorte que 
les poles de rotation se deplaOent a la surface de la' 
Lane, circonstance qui elablit une difFe'rence essen-- 
tielle entre le mouvement de rotation de ce satellite 
et celui du spheroide terrestrej 

Cela pose, fl repre'sente I’indinaison de Fe'quateur 
lunaire sur le plan fixe parallde a I’e'cliptique, (p est 
\ I’angle compris entre le premier axe principal de la 
Lune et le noeud descendant de son equateui*; nous 
Supposerons Tangle compte a partir de ce noetid 
dan’s le sens du mouvement de rotation de la Lune; 
enfin, nous nommerons 4 I’angle coiiipris entre 
lo nceud descendant de I’equateur' lunaire et une 
droite fixe dans le plan deJ T^Jptique, et 

nous supposenon^ ce* angle compte a pantif de cetle 
droite , em af nsaaaverse de Tprdre des signes. 

' Si Ton differencie la fonction V par rapport au,x 
trOia variablesi*^,' 4 ? observant que TOn a, 

n® 2S, 

^ ^ , dv! 

on aura 

(A-B) . [ [x'“-(y'cos tf- zsln «)“].sin 2?i-2x4y'cos «-z slnS) .cos a(p}, 

4 - [*'’• (x' sin S+zcos «).sin«] , 
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■^==^^-(A— B).[x'.(Y's!nS+zcos4).sin2ip-(T'c6sl^zsinl9^.(T'siT!<-f zcosfl). 


3L 


•+ ^5-(A+B-2C).[{Y'cos6-zsin6)-(Y'sln9-f-MosSJJ 


, et par suite , 
nlY . ,dV\ 3L 


f /dV dV\ 3L 

cos9-2sk8).(T’'siii«4-zcos5).sm2<p 


4-i:^(Y'sm6-f-2c6s9).Cos2<p] ** ' ^ ^ 

.■ » -.1-5 

Les trois equationl j(ic5''3u li* 2 (jeviendro'iit ainsL 

Atj^ + ((>-B^ .^rcS= CP? 'S-z 

* SXjiC^^ * ' 

+ (A^G) \ pYdt=i --^^;^.(A-C) silk^'%ZCQS9)>Ooi ‘ ^ O f 

+ (y' cos ^-z sin .'C't' sin 6 cciV-^ ,sili(p] j ^ * * 

Cdr 4-(B^ Ai^P? *= •^/T - ^ 2x'. ( t'cos C-i-z fl|) .'tos 2^) "^' ” 

— [x'“ — ( t'cos 8 — zsin9)*3.sin29 


II est bon de remarquer qujpp' peut arriver tres 
simplemen’t aux‘ monies’ equattotis dela mAiii^e sui- 
poussfint rapproximationquej jpsqu’aqx 
termes du troisieme ordre, nous avons trouve, n* aS, 

*. ‘ .1^’ / ' ' '."rMi- »"•/ J-C'’!,!/ ' , 'i ; '■■’1' -U |V if 

V == — % . (Ax'^ + B/» + Cz'^), 

f' I ' ‘ y » 4 k 

^ /Ijj: ( iif^.Kj ni) 

z' repres«ntant lei '6boi?donn6e8jde“lli*sted!jL, 
aux twidS; axfes prtridtfiaujbadii fSjSiewside 
aftlt'e*.' ' '■ " ' "'■ ■ ^ ' ’ : ••'- 
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i^tte.expressioa donn en la dlflerenciaat , 


s 


dY 

'# 


,dY 

-^■dg 






f 3 Ij , * pv f f 

^'dl' ® W — (A — C).a: 3 , 


, dY 


,dY 3L /-R 

-X.-r-; — 

ay /• a V 


-A)..Ty. 


Si Ton substitue cesyaleucSjd^p^ le^.j^cju^ti<>ns,(B)j, n® 2, 
et qu’on remplace ensuite les coordonnees a' 

par leurs valeurs en fonction des angles doii- 

ne'es n? aS , Qn retrouvera identiqucnient les equa- 
tions (i). 

^ ^ ^J^’^bse^yatioia ayant iiiontjre que I’mcliaaison de 
I I’e'quateur lunaire sur I’e'cliptlque est loujours pen 
f conside'rable, 6 est uri fort' jpetit -angle dont nous ne- 
gligerons' le carrex^'ile pirbdjtdi- pax le carre 4® I’in- 
. elinalsqm,jfe.^’ 9 fi)jtpJpp^^ 5 ,j^yijf^^^ une trb 
I petite quantit.e. En obs^rv^nt que^;5^(fst du m^me 
f oxdre ' que c^ld'7nc1^niisob teT ixois^e^uatidns ‘0 ) 
deviendront-(^ 


’.r-i' 


x-j': 



On pent encore aux coordonnees x', x', z de L , 
,4ubsli*iafer3ld’a5itEeA»n»KKi»bI§s tqua riejad^pt l’in^|'i»- 
jfeili$j<J^oife*»4a'd]»gife»4e 4#ulj»< V-W® 

de la Lune , cette longitude etant comptee du; r^q^ijid 
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asGeaditnt de-reqUMeunlunaire^ soiti^^aS'^lwngitHde) 
dtt noedd descendant de- Tofiiei Junaire cwnpti^ - 
meme point, et ^ I’inclinaison dei eetteiacbite snr,; 
I’ecliptique fixe; en desighantpar s' la latitude de !&: 
Terre au-dessue de ce* dernier plan, on aura') > 

tang = tang sin 


La longitude de la Terre , comptee d’une droite 
fixe sur le plan parallMe a I’ecliptique , sera u — ; 
en suiYapt 'dilhc-'fiiaalysV^d ^ eti' 

f|ue‘ tin' ^§s petit angle 'iTobt dti' degKgi^^ 
les’(^irr& datis la recherche qut noos occupej oh 
troufe^rd ‘ ‘ 

%' ==: r' cosy , .x'==;risinp,j *)» • • 

valeurs exactes, aux quautites pres, de I’ordre. >*. 

Les equations precedentes deyiennent ainsi 


A (C-B). [(8 sin f'+y sin^*'-*)] .sin(*'--^) , 

[(OsHU' -py s'n{d-«-)3!.cas(«-(f^) , ^( 2 ) 

^ , . r . . 

'/■ < . ‘ OT fJl.' ' ^ ' . , . , . L • - 

C/d/' + (B-A) .pgc2^=: .,(,B-A) .sin 2(t'-ip) . 


1 

T 


45. Occupons-nipus d’integrer ces e'quationsj.con- 
sid^rons d’abord ta troisieme, d’oh depend le mouyer 
ment du spheroide'lunaire autour de son axe de 
rotation. ’ y 

Si la Lune etait un solide .deii'evolutioii.rihn .au- 
raitB = A, et par consequent /• ?=}eohfStente. Ce cas 
11 ’a pas lieu dans la ^nature,!inaisv0(a;pcut toujours 
regarder la quantitc B;- — ; A- conansteopeu considerable, 
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el' eorpme p let y sont aussi trespetits, puisq»e I’ob'- 
serYatiott a prouvet^e Vaxe de rotation .de JaLnne 
s’dcart© tomjoilK&trespieu.die' soil troisierne axe prin- 
cipal, on ponisrii negliger le pfoduiti (B — k).pq a. 
cause de la petitesse de ses trois faeteurs. La der-f ^ 
niere des equations, (2) deviendra done 

* ■ ' 't' • '! i it 

L’observation ayant fait veir que la Lune. nous 
presente toujours a peu pres le meme hemisphere, 
on en a eondu §op moyen. mouvement de, rota- 
tion est exactement dgal a son moyen mouTement 
de , revolution ; en, sorte que si ce mouvement est 
sujel a quelqiles inegalites , elles doivent iett'e peu 
considerables 

Or , si Top 
quantites de 

mouyement 4?‘ro^^i,9®^>deda ‘Lune an tour, de son 
troisierne axe principal, mouvement qui serait uni- 
forme sans I’action des forces perturbatrices. Si I’oil 
llesigne done par u les inegalites qu’elles peuvent y 
produire, par raJ-f-e la 'fo'n^tu^ ihoyfenrie db la 
Terre yue.de la Lune et correspondante au temps 
longitude jqui est'e^afe h cefle.de la Jjune vue de la 
Terre plus uhe <Iemi-circonfe'rence , on aura 

^ ~~ ''f- ~f” c w, 

et dangle « I'epre'seatefa la libratson de la LAnd,l'0u 
l^i8S»c^ de son moyen memvement de- rofatioh snr 
SOM moyen mouvement de revolution: W ne s’agit 
done, pour determinerla libralldn', que de conttaltre' 


1 ordre 0*^ 1 arc (p — 4 represdnterA le 
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la valeur de Tangle u. Or, il est facile d’j parvenk' 
en introduisant cette nouvelle variable a la place de 
r dans Te'quation (5) , et en integrant ensuite Tequa- 
tion resultante. 

' En effet , on a , aux quantites pres de Tordre 6% 


et par conse'quent 


dtp — dip 
dt » 


( 4 ) 


Nous faisoAs ici abstraction des ine'galitds seculaitk’s 
qui affectent le mojen mouvement de laLune , parce 
qu’il n’en resulte aucun terrufi appreciable dans^.J^ 
valeur de a, et nous regardons par consequents 
et c conime des quantites constantes. 

L angle v representant la longitude de la Terre 
vue de la Lune et comptee a partir du noeud des- 
cendant de Tequateur lunaire , v — • 4 sera la meoae 
longitude compte'e a partir d’un e'quinoxe fixe, 
Tangle ^ devant ^tfe compte , comme nous Tavons 
dit, en sens inverse de Tangle «?. Certte longitude est 
egale a mi-p-c, plus a une suite de sinus et de cosi- 
nus d angles multiples du moyen mouvement mi ; on 
aura par conse'quent 

if =: mi -j~ c -f- 2 . H sin (/it + /t ')^ . : : . , 

en representant par S. Hsiu lettiflfdgalites 

de If ordonnees par rapport a mf:. • ' ' 

(iclte valeur,, copiparcc a celie/^ donne 

r " ^ 2 • IJl^in Hp , 
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et par consequeijt 

sinaft'— <p)= — sin an-f-acos aM.XJI»in(4f4-A')-.(.tc. 
L’equation (3) dcvicnt ainsi , en y «ul*stituar»t 

dr 

pour -fir 

(t'u 3I< . I 3li 

^8tB— att-+-^^.^--^j.X.IIc«iaM.»iii{A«+A 

L’angk* u dtant toujours nne tri*B quantity, ki 

I'on n<?glige son carirti of scs puisiiaiiceN siipi'rieures , 
on pourra aupposer <laiia ostto »{uation KinsKanau 
et 008 auss i; do plua^ comme on a, Ik trm pen 

pii'«, = m\ requation prccddetHe deviondbn 

St Vm fait d'abordl ahatractton dea terntiat aaiM t » , 
on Mtk]^ it cette equaiiton m rappoiattl 

ti ss il ain (kt -f- k ') , 

•t I’on aura, pour ddtomiiner k , 

kmm 

K et ^ dtant deux conatantea qui deimurent arW- 
trairea. 

Si ciunite ondMigne par Liiun (Al-f- A'), Ittawm 
l« k vakur de « qut dbit i»trvmipoiidni an temw 

H8tii(Al«f>AQ d« r^atl^i (5) I €11 jr 
lubititii^t trtti rakiir el en comparant Irs formes 
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qui ont m4me sinus ou m^me cosinus, on aura 

— L;i*+ 5/«‘ .(L — H) = o , 
d’ou Ton lire 

Ainsi , d’apres la tjieorie des equations liue'aires , 
la valeur compl^ste de u sera 

« = K sin -f. + 2 . L sin (Al + A') , 

Ket A'e'tant les deux constantesarbifrairesqui doiyent 
entrer dans I’integrale finie de I’equation du second 
ordre (5), et le signe 2 designant une suite de 
termes serablables au tei’ine L sin(Af + A'), et de- 
termines de la m^me maniere. 

44- Examinons les consequences qui resultent de 
Cette expression. Le premier terme de la valeur de « 
restera toujours peu conside'rable si I’arbitraire K est 
Kuppose'e tres petite, et par consequent la partie de la 
libi'ation de la Lune qui depend de I’etat initial du 
mouvement sera toujours insensible. Jusqu’ici, les 
observations les plus precises ne paraissant indi(^er 
aucune trace de cette inegalite, il en faut conclure, ou 
que la constante K etait nulle k I’oi’igine du mou- 
vement, ou que dumoins son influetice.a ete annulee 
depuis par I’efFet de quelque cause dtrang^re. Cette 
remarque est analogue a celle que nous avons faite 
dans le n" i5 , relativement a la Terre. 
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On a , par ce qui precede , k = m.\J (~i~) ' 

m representant le moyen mouvement de la Lune 
dans runitc de temps; la duree de la periode de 
1 argument dont il s’agit sera done d’un mois sidei'al 

divise' par Nous verrons bientot que 


ce diviseui' est une tres petite quantite, et que des 
observations recentes sur lesquelles on peut compter 
donnent, a tres pen pres, 0.0018 pour sa valeur. 
eptte dure'e, dans ce cas, n’excederait pas deux anne'es; 
il sera done facile, par des observations faites a des 
inlervalles de temps assez grands pour que la varia- 
tion de Tangle h soit sensible , de reconnaitre si, le 
coefficient K a ou non une valeur appre'ciable. 

Au restfe, il faut observer que ce premier terme de 
la valeur de u sert k expliquer, par la theorie, com- 
ment il se fait que la Lune nous pre'sente toujours Iq 
meme hemi^here, sans qu’il soit besoin de suppo- 
se!’ que la vitesse primitive de rotation, imprimee a 
cet ^tre, a ete' exactement e'gale a sa vitesse de re'vo- 
Iption autour de la Terre, ce qui parait en effet infi- 
tiitpeiifpeu vraisemblable. Pour le faire voir, remar- 
quons qu’en faisant abstraction de Tinclinaison dq 
Tequateui^ lunaire a Te'cliptique, on a, par le n® 4S, 


(^(p — — 


rdc , 7 * — 


la titessie de t^otation de la Ltine autbur 
tiroisieme axe principal; on aura, pat suite , 

J rdi mL -f. c -f. u. 
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Cette integrale exprime le mouvemenl de rotation 
de ia Ltme ; et comme m n’est compose ique de termesi 
periodiques, on voit que le moyen mouvemerri; d© 
rotation etcelui de translation sont parfaitementegaux 
entre eux, sans qn’il spit pour cela neeessaire que 
les mouvemens de rotation et de retolutipn de la 
Lune aient ete e'gaux a Torigine du mouvement. En 

etfet, en diiFe'renciant et siibstitu^mi pour ^ sa va- 

leui’j.pn.a 

cos(^<+i')+2.L^.cos(//-j- 1 ')- 

En sorte que comme K est arbitraire, la vitesse 
primitive de rotation de la Eune pept etre suppps^. 
quelconque; et il sudit, pour que, leg moyens mou- 
vemens de rotation et de revolution aient dans la 
suite toujours coincide, que cettp vitesse ait ete 
comprise entre 

OT-f-zraK. ™ — otK. \J 5 


Ces limites sont tres resserreeg , il est vrai , et dies 
s’doignent peu de la valeur nvoyenne m, a cause 
de la petitesse de la constante K et du coefficient 


y/ mais elles suffisent pour faire.i<iiispa-> ■ 

raitre I’invraisemblance qu’il y a a suppPsef*’, Ie l*ori- 
gine du mouvement, une parfaite dgdftd eMre le 
moyen mouvement de rotation de laf ''EMe et son 
moyen mouvement de re'volufiqfi. * ' 

Pour que la libration en lon^ltide demeiire lou- 
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jours peu considerable, comme robservation Im-i 
dique, ilfaut que les coefficiens L, etc,, des diferenS. 
termes de la valeur de m, soient supposes tres petits , 
ainsi que le .cbelBcient K ^ mais cette condition ne 
suflit pas, ,U feut de plus qiie les valeurs des.cons- 
tantes hf A , etOi, soient toutes reellesj carautrement 
quielques-iins<4es; sinus ou cosinus qui entrent dans 
1 expression de u se changei’aient en arcs de circle 
ou en exponentielles, et la valeur de w pourrait 
croltre inde'finiment, ce qui est centre I’hjpoth'fee. 
Les valeurs de A et des autres coefficiens semblables 
sont re'elles de leur nature; mais pour qiie celle de k 

le soit aussi , il faut que — — soitune quanl-ite po- 
sitive, e’est-a-dire que Ton ait B > A. Or, A est le 
moment d inertie qui se rapporte a I’axe princij^al de 
Tequateur lunliffe, qui est bdnsfiainrtifettt diri^b Vers 
la Terfe; bin 'effe't,* 6et axe est cfeluiijui fUriiieratigle 
<p avec I’intersection de 1 equateur Imiaire et de Fe- 
cliptique , tandis que la projection du rajon vec- 
teur mene de la Lune a la Terre , forme I’angle p 
avec la meme llgne. p — (p est toujours , par ce 
qui precede, uii tres petit angle; le premier axe 
principal de la Lune est done toujours , a tres peu 
pres, dirige' vers la Terre; et il est naturel par con- 
sequent de supposer que lequafeur lunaire s’est 
allonge dans ce sens par leffet de I’attractlon de la 
Terre, en sorte que le mornent d’inertie A, qui se 
rapporte a I’axe deFequateur dirige vers la Terre, doit 
etre plus petit que le moment d’inertie B', relatifan 
second, axe principal sitae dans le meme plan. 
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Quant aux coefficiens K, L, etc., corame le pre- 
mier^. est arbitraire, sa valcur peul etre supposee 
aussi petite qu’on voudi'a j mais pour rendre en mdnie 
temp§ tres petite iCelle de L , 11 faudra supposer une 

. valeur trb petite a la cpiantite On volt, en * 

efiet, d’apres I’expre'ssion de L, que ce coefficient 
pourralt deveuir sensible si H avaitpne valeur assez 
grande , ou si la valeur de h e'tait peu differente de 

inlnai^eiirj*de*ydtle e^Pfe'^siddi*'^ .m m ;! • 

' ‘ifSP ffdu's avbhs ddsignd per SlH sin'(%f-fi^')'>lli 
sohihle des termes periodiques de ia'lodgitude^vme 
de ' ia Lune : le p)rem%i' de ces tetme.^j' ou Fdquation 
dd centre, est’c'elui'qui a’ le plus grstod^yeffii^eiftf'^ 
ie supposant represente par Hsln {ht-{-hf) , on a , par 
la tbeorie de la Lune , H = 22682", A* =;n* .o.gSS 1 7 ; 
on aura done, en yerlu de ce-ternie, 



Lai yaldb r ^dje • !Ii . dffiLjS^pe -pep ,qo»5ai||rable , , 
le termei de la valeur d^ 1*. qqinpa dependiu’a pu 
dire reconnu par robservation. 11 est probable, vu 
la precision des observations , modernes., qu^’clle 
n’excede guere un demi-degre ; si I’on suppose done 
;=;;;^ 5 a' ou 1920", .Qit a,ura 
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= 0.025575, = — o.o 3 o 5 o 6 . 

La valeur de B — A d’evabt d’aillefurs etre ndces- 
sair.emeot positive, il en resnlte qu’elle est au- 
dessous de o, 0255 ^ 5 , et que L est negatlf. 

Parmi les terrnes de I’expression de u qui peuvent 
deve^nir se^ibies en acquerant de tres petits divi- 
seurs, le plus considerable est celui qui depend de 
liquation antiuelle ; il sufEra done d’exaniioer I’effet 
de ce terme. Si Ton suppose que H sin(Ai-f- A') re- 
presente cette equation, ht-\-h' etant ici I’anomalie 
.jiiojreqqp 4jii,^olei)l;, on aura , par la theorie de qet 
astye ,, . P ^ 669" /fit h — 07,0.0748, et par conse- 
quent A* on aura done, en vertu 

■de ce tjejTne 

, . i'.O.O 

. L 
d’ou Ton tire 

B — A o",ooi865.L 

~C L — 669 " * 

Puisque les ob&;»^'tiotos n’6nt ipoint fait recon- 
naltre le terme de la valeur de u proportionnel a L, 
ce cOdIici 4 iit'd>Awt >Mre peu considerable; si Fon sup- 
pose en coq^qiietooe Lfatp 1920*, on aura ■' ■ 

I' i- li .. i' V ■ ' ' 

*)n 2 iEL^ ==- 5 . 0 »(yi 58 St =i: 0 . 0028624^ 

Ainsi, dans le cas de L tidgatif, les deWx limites 




I)U SYSTfeME DU MONDE. 


287 

■“(] — sont zero et 0.00 1 383 1, el, dans le cas de L 
positif, o. 002862 1 et 00 ou 0.0028624 et 0.025575, 
puisque nous venous de voir que ne ponvait 

pas depasser cette dei’niere limite. Nous verrons 
tout a I’heure que la valeur de est moindre que 

0.0006 j elle est done comprise entre zero et 
0.001 383 1, et par consequent L est negatif. 

Si I’oii substitne d^ns la valeur precedenfe de L, 

'^s^ lJeVniere limite que nous venoms d’as- 

^ cette quautite, on trouvera, relatiyement 
® ^^’®fi["®tion du centre, Lf=?— 41", et relativen%ent a 
requatipp .^i^uelle,. 1^=^— 3 17'. ^le.sppt les limites 4e 
ce coefficient, et par consequent cplles des argun^ens 
qui en. de'pendent dans la valeur de u. Or, le der- 
picr.arc, vu de la Terre sur la surface de la Lune, 
ne s’eleverait pas a, i'', 5 ;, e’est la seule partie dp la 
flH^Pf^iPiWfecesperer dp rendre.sensilde .par 
leg, ob^q^'vatjqpa^ 4 Tpn par,v^it a^Ja .d^rmi- 

iter,! on en deduifaif la valeur de ?tj— qui n’est 

pas encore connue d’une maniere positive j niais 
sa petitesse rend,' cette appreciation tres difficile. . 
■.‘’to.'Bbuvard’ei: Mpollet , nav la, discussion deV'-l/ 
obseryaupng de la liBration de la Lune eu Ipnffitude, 
ont 'trouve le coefeent de lln^alite ddpexi^te de 
I’eq^uation annuelle, de 4 ' 4 '^"/ d’ou iVn conclut 
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Si I’oQ determine , d’apres cette valeur , le coeffi- 
cient du terme de « qui depend de I’equation du 
cenli’e de la Lune et qu’on joigne ce terme a celui de 
I’e'quation antiuelle determine par robservation, on 
aura 

u z= — 285" sin I — 59" sin I’ , 

I etant I’argument de I’equation annuelle de la Lune 
et Z' celui de son equation du centre. 

La valeur precedente de — ^ s’accorde aye:c la 

limite que nous avons fixe'e a cette quantite, et qui 
a ete conclue de la libration de la Lune en latitude, 
plus facile a observer que la libration en longitude. 
Cependant , il reste encore de I’incertitude ce 
resultat, et il est a desirer que de nouvelles observa- 
tions ajoutent a son exactitude. “ 

46. OccuponS-iicnis maintebant du nid'thrWnfe'iit des 
noeuds et des varf'jitioifts de I’inelinaisoti deTedctalJ^'f 
lanaire. FOiuf 'dietel’bitttet' tes niohvti'nieris de ere plan , 
il faut connaitre les angles 4 ' 6 d’bu de'pend a chaque 

instant sa position par rapport a I’ecliptique fixe : Or, 
Tangle 4 donne en fonction de (p et du temps t, 
au moyen de Te'quation ( 4 ) ; il ne nous reste done 
a determiner que les angles 9 et Pour y parve- 
nir , il c'onvient de leur substituer de nouyell^S Ta- 
riables qui facilitent Tintegration des equations (I’ou 
leurs valeurs dependent. On concoit en effet que si 
Ton cholsit ces variables de mardere a ce qu’elles 
soient astreintes, par la nature meme de la question, 
a denieurer constamment tres petites, on pourra, 
dans la premiere approximation , negligee les termes 
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ou elles se trouveraient multipliees entre elles ou par 
leurs differences, etl’on n’aura plus a considerer que 
des equations line'aires, les seules qui puissent, 
comme on sait, s’integrer dans tous les cas, quel que 
^ soit le nonibre des variables qffelles renferment et 
le degre de leur difference. Ces conditions sont fa- 
ciles a remplir dans la question qui nous occupe; 
car, comme nous avons suppose I’inclinaison 6 de 
I’equateur lunaire a Fecliptique fixe toujour? peu 
considerable, ilsuflira, pour y satisfaire, de substi- 
tuer aux variables <p et 8, des variables analogues k 
celles que nous avons deja employees dans un cas 
semblable, n®34, livre 
Soieut done 


vs = tang 6. sin <p, s' = tang 8. cos <p. 

En differenciant etnegligeant le carre de 0 , on aura 


ds 




dt 


•dt ' 


% — cds?).^ — 6 sin <p.^. 


Les equations (a) du n° i donnent 


dfl 

dt — ■ cos (p -(- y sin*(p , 

dtp 

+ 9 C 0 S<P +rtangfl. 


Substituons ces valeurs dans les equatidns pr&e- 
dentes ; on trouve 

5 -.== "' + 7 , 

Tome II. 


^9 


( 6 ) 
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d’ou, en differenciant , entire 

d’^s 

dV , 

■3?+'' 


valeurs tirees des equations (2), et qu’on observe 
qu’on pent supposer r constant et egal k ni dans 
les teraies multiplies par les quantite's tres pelites 
s et s', et par leurs differences , et qu’on pent ne- 

gliger par la nienie raison, les differentielles ^ ^ ? 

, dr 

s. on aura 

dr 


ds' 




dt 



: 

dt 

f 

ds 



dp 

dt 

^ Jf — 


dt^ 

ces equations 

^ et^ 
dt dt 


oubien, en mettant pour p et-q feurs valeurs tirees 
des equatidns (6) 

[asiw+ysin(t-:t)] . cosC*- -tp) , j 

1^ estla longitude de la Terre vue de la Lune, etrap- 
poW&i- au ftceild descendant de Tequateur lunaire; 
p ^ cst la meme longitude comptee du iroeud as- 

cendant de I’orbite lunairfe, en sorteque 7 sia.(i'— a) 
est ia latitude de la Terre vue de la Lune. Si Ton 
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reniplace ^ par m* dans ces equatioas 'et^ju’on ob- 
serve que ■ 

. , , ' 'i ' '• , ' , 

tang fi sin »^=tang « cosipsinCi^ — <p) 4 . tang i sin*(pcos(ii — p) 

= s'sin(p— ,p) 4 -i!,cos 4 *>;^p)„ 

elles detiendtont ' • - - . 


cl‘s 

'dF 

d^s'. 


4 j 

V — 57 

X [s'sm(#^— ffl)4.scos(i/— p) q-^sinC^— rt)].cos(#^— p), 


xt«' siri(iy-T.p) 4- SC9S(#1S:-P>) 4w.5,sih (v—ai)} .sm(p^'p). 

L angle — ip etant foujours^ cs* qtii; precede 
peu considerable , sin((' — (p) est une trfes petite quan- 
tite dont on pent , sans erreur sensible dans les se- 
conds membres de ces e'quations, negliger le carre 
mulliphe par les quantites tres petites .y et s ' ; on 

i" 


aura amsi 


ir» 


^ M + B — C \ ds' /h. — C\ ■ /-A — C\^ 


dV 

de 


X [./ sin (V — ; 4- ^ sin (v — «)] . cos(fi— p) , 






X|Vic!6s(ii»-ii-’^) 4“ <*)]-■ p). 




47. Occupons-nous d integer Si Ton 

d’abord abstraicticM de Iteuv^'- slc^ids ftierabreS, 
elles deviennent simplement f 


19.. 
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aga 


d‘s 


‘ds' ',>■ 

4. 

/A — CS 
\ B > 

= o,| 


^A + B — C\ 

ds 

/B— C\ 

A / \ 

1 i 

■ 3 F+' 

^ A ) 

.m -r — 

dt 

( A J 

\.m s := 0.1 


Pour satisfaire a ces . ^quatloOs > supposons 

s = M sin (Zf-J-Aj , ^' = M' cos (Z« 

Ces valeurs, substitnees dans .les equations prece'- 
dentes, donnent 


M/‘ :::£).»2MZ+4 .(^-^).;«“M =o, 

M7‘^ + (-1^) • o. 


De la seconde de ces equations , on tire 






.mp: • .UV'AI >.>. 




■(Qn ' ’ ■ ■ (9)*'' 


Cette valeur , substitute dans la premiere , donne 



Les equations (g), (10} serviront a determiner les 
constantes M' et 1 ; les deux.autres constantes M et 
A: dppaeiureront arbituaires- i . 

Si. J’gn prdonne requationl (w>*) par j*appiort.;k : 
on aura 









L AB 




equation qu’ou peut” r^sOudre iCornme. tirie '^uatidn 
du second degre, et qui donjiiera pounZ deu^^ va^eure. 
Designops, larpreKnieiie j>ar tZ;et':l^’secdnd© par'/- ; 

. aura , par- la ;the'orie\ dos equations > Kn^iire^ , . > : ; ; ? i (/I 



en supposant , pour atreger , 


M 


n \ 


'Arf^B-^C 


A 


' ' '-l — c 


- i, 

, V r;. 

C ' , . Hyf ivr/ ^ X 




-J'\ 


ml' 


VB — G\ fr / 


(1^) 


rr> 


Ces valeurs de s- et renferment quatre arbitraires, 
M,N^ k ^ elles sont done les integrales completes 
d^s e'ijiiations (8). ^ .* ! - . 

^pus Fayons 

* dit, la iMituke de la Terre Vue de laiLune/ latitude 
qui est ega|p et de signe contraire a celle de la Lune 
vue de la Terre. Sa raleur peut se dcTelopper^ d’apres 
les formules du n^ ^5, liv. II, en une suite de sinjii^fet 
de cosinus des niultiples du mojen mouvenient mt; 
il en est dbftedme de^ftms qiianlifeisini/^ 
et cos(t>— -^)j- en substitaant done ces- valeurs dans 
les equations (^^j; leurs seconds j 0 aembi|es se trou- 
veront composes d’l^e suite semblables , 

et cbacun d^eux produirsll dans les valeurs de 5 et 
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un ferme correspon^ant determiaera de la 
rpaniere suivitnte i , , ' 

Soil Hsin(Ai + A') un terme quelconque du deve- 
, iWppu^Knent de |;5! sia®(v-w(p^Kfriy.siiffi ^;ce(A(p — tp), 

..'iftiSidesignajitici.iajiij muWple iqqelooaiqi4e'dJs‘W««, et H 
let . A' !et|init!ide8 fodctions! doanees des el^ens de 
I’orbite.kiffiajtrei^ e*®dit5‘If/'eoi8l'(^'if- h'^ % 'tfeirme du 
deyelop.p^me^^,,de [^cos .sin(p-(p) 

qui lui cor^esppud , cW-li-p^ir^ ni^e argu- 
ment 'Az ; 'oh ''aura'’; ‘en n’e cohsiderant que ces 
termes , u •'.■j'l.'!/. m: :-.i 'iirii 


. yA_LWL_/^v \j^ ^ ■'4^-1^.. #, /^v 'I 


On satisfait a ci equations, en supposant 


d^s 

/A+B-C\ 

dt^ 

V B '\J 


ll“ A } 


■), 



IJi ^ ^ ^ ».f- 

&i Ion subsMue c^s valeurs d^ .).q§;,^Ua^iQ»s 
„pre6eden;:^^ ,. ; trou yg , . puji^^ 4^' terniiney et ]P', 


d’ou Vcm ^ !i!i. 




f >' . . ' ...» ; ; / . . ’* : » : . ' , ' .5. j . . ■ ' ‘ 1 ' f H " 

= — »Tr y? : — \ iS ' — — , 

' /i' I't '■ "" I>"f';fhn*n . '■!** 
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p,^(A+B-C) 


AB 






Chacun des termes des produits 

[/sin {p — <p)+ y sin (v *-.a)] . cos {v — 
et 

[s cps (v — (p) sin (p — a)] . gin (f’ — <p) 

introduira dans les valeurs de s et s' des termes senif- 
blables,j-^tv\il’£m,aui;a I^S tvaleuvs completes de ces 
quantites en prenant -la somme de touS c6s tex*mes , et 
y joignant les valeurs de s et s' qui ont lieu lors- 
qu’on ^suflpose Buis lea'f&^eonds membres des' eijuft^' 
tions (7). On Irbuye, de' cette’-tkaftW^r© , " : ■ 'M — 

^ =M sin(Zf 4 .*) 4 -Nsiu(Z'«+A: 0 -f-Psin(/j«+A') 4 -etc., 
5 '=M'cos(Zf+A) 4 -Ncos(Z'« +Zc')+Pcos(Z2«-4-A')H-etc , , 

M, N, A-, etant des constantes arbitraires. 

49- Ges valeurs satisfonili auK equjitions (7) daBs'tout©’ 
leur e'tendue ; elles doivent dbftd renifepner'lfe'loiS' 
de la precession des dquinoxes lunaires et de la nu- 
tation de son axe de rotation. 'Blais ‘avant d’eu exa- 
miner les conse'quences, il est bon de faire quelques 
Qj^wrvfatjou^ jr^gtrj^indront la generaJite, 

Nous' avoiis ditf'}'' n® 'etait’ 'to4ij^ii§ 

une quantity tres petite j on verra bientot (fim en ert 

, 0,-Av'A * . ' ' 

de meme de — ©n sorte -^ue 
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ce qui donne A =:.C.(i — i) et B=:C.(x — i') , i et 
S6ront de tr6s pctitcs quantitcs dont oui pourra ne— 
gliger les carres et le produit! Si I’on substitue ces 
valeurs dans Tequation (ii), elle devient 




equation qui donne , en la resolvant par approxinaa- 
tion , 

1* +2i — £' — 8iy) ~i 

'L 2(1— i—i') J' 

On tire de Ik ces deux valeurs, -{-Zim* et 

on aura done, en prenant pour I et V les 
deux racines positives de ces e'quations, 

' ■ r , ■ • I" - ■ 

ou bien , en renaettaal pour i el i' les valeurs que 
ces lettres representent, 

Ces valeurs substituees dam les equations (12) don- 
neront, en. observant que i et i' sont de tres petites 
quantites , 

M'=M, :N'=,-ay'|^.N., . 

Les valeurs de s et s' deviendront ainsi 
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c =Msm(Zt+ft) +Nsin(rt-f-&')+Psin(/if + /i') -|-etc. 

s'=Mcos(/f+^) + 3 . \J — ^.Ncos(Z(-l-^'^)+P'cos(At-f-^0"f'®tc» 

Si , dans une premiere approximation , on neglige 
dans les equations differentielles (7), les produits 
de Tangle v — (p pai' les quantites ^ et 7^ , le se- 
cond membre de la premiere de ces equations se re- 

duira a — — V^sin^'f' — a)etcelurde'ladeuxieme 

a zero ; Hsin(AfHf- ^)Hh etc. repres^jjteria doac dans 
ce cas la latitude de la Lune developpde en fonctioh 
des sinus et des cosinus du moyen mouvement me. 

Le terme le plus considerable de cette valeur est celui 
qui depend de Targumerit de la. latitude : eu neif^nr 
siderant que ce seul terme et en le supposant repre- 
sente par H sin A'), on aura les valeurs qui en 
resultent dans s et s', en faisant H' = o dans les 
equations du n” 48, d’ou Ton conclura P et P' ; les va- 
leurs de 5 et s' se reduiront ainsi aux suivantes : 

s ' =M cos Qt + it ) + 2 . y/ g^.Ncos(/'tq-feO+P'cos( At-f- AO- 

5 o. Exammons maintenant ce qui resulte de ces 
int^grafes par rfipport aux deplacemens de Tequateij^y. 
lunair^i ‘ . ; , . ■ . . : 

On a, par le n° ^ 6 , • , . 

s = tarig 0 sin (p , / s= tang 0 co&ptf - 

d’ou Ton tire ■ . - ^ 

tang <P == , tang 0 = y!y« 1 |Z s'\ 
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Si ^ a la place de s et on substitue leurs valeursj 
on aura ainsi 


tang (p = MMn(a+A)+NsinfZ^i!-|-£'^4-P.sinfAt+/0 

Mcos(/t+i)4.2 . \J |^.Ncos(?t+;c')--f P'cosC 7 if+' 7 i') ^ <- 


et eii ST;ipposant pour abreger 

„^<J-v/gi) = t,.N<f + v/g)=K. ' 

il est aise' de voirf, n° 66, livre II, que la valeur 

pr^edente pourra prendre cette forme 


P+Mcos|;(7- A)i!--f/{-ft']4-L'cosf(7' 


. S| loir $uppps^ |d’ai».ord nulle^.|e§, coft^tmtep 

INI^et 1^', cettft donnera 1 

seloix que Jr sera Une quantite positive ou negative. 
Vojons quelle est celle de ces deux valeurs qui s^ac- 
Jes observations. , 

L’angle mf-f- c-f-'vj, est la longitude du rayon vec- 
tetir lSilittb<%;la¥erfe,'cdliptee a par- 

tir* dti^4AEll(S“WMtattt'''de requatenr lunau^^ i 
i8o°+7j« 4-A' est I’argument de la latitude 'liy* la. 
Lune, et par consequent ^f-P^^'‘ la distanCfe cfe ,1a 
Terre aunoeud A^adantde VbrbeTtdiair©; 

ht h' exprime done Tangle compris qp|l|re,Jpjn.( 3 ej:^ 
ascendant de Toi’bite et le noeud descendant de Te- 
quateur de la Lune. Or, on a, par ce 'iqui precede, 



^99 


DU SySTfiME DU 

Jit ""j™ JlJ ,0t ^ 'vjt — ■ ^t C It f 

' , \:r ' ' ' ■ iJ !' r .. .1^ -iVi- 

u etant une ti es petite quatillte qui expriilie ia Jibra- 
tipn de la Lune en longitude , et qai n’est compdsde 
, que de terilies periodiques. Si Ton neglige ces termes, 
on aura 

Tflt C Jit •— ]V nt"^ C — ■ cp zzzs O 5 

d’oij. il suit que le lieu mc^en'^a upeud-'de^cendant de 
Tequateuti del Isa JLun#>t#iUfllde^'^'Ma#tetrpi8at ' wee ‘ ile 
liewimdjea* de- ForiBtte s’aGoordd atrfe l!i 

tfejqarie fondeeisur les observations faites-pai’ GaBsiiM 
■«t re'petees emsuite par 'Mayer etbalande. \ 

.Dfans le second e4s^^ ' > 

■ ci |; , .Milj- i. /- ■■''‘M.', ftir 

^ = l8o“ , .((: 

On aura done 

TTit “1“ ^ Jli~^^ Jl! 1 8 o^ f , 

V.' ■ ? !!, ' ' ■ , :.;i 

et lje j0qEu^0iS®eh<|ant d,e J’eqpateui?. Ipnaire Oqiiid^ 
-diena -pa® c:Qiis^<]^nit'jd|spif&)Wee -1© |SiiGiedd'>de®ci8ndftpt 
de liorbitew Ce cas- pouifrail^ cOmin© on voit, aARolr 
dgjklernent lieu ; il sufTirait pour pela que 1* fu»t ude 
,quatiti4e n^ktinfij .mais comtne la piidmier resutet 
!s’4ecdsd«) exacteiaiqnlDawee les ; observations, iJ(^f#t 
en condweiqtBe la VfilewR de Bi.estpmitivei ;oi« ittil 
Considiipotis act®ellemenitire3^pressfloaju ^B«B4* de 
tang((p^&*--‘^)ii H aise lie .y<wo<i|qil JL’&ngle 
— 'Ji' r^ pourra j amais at^iiifireillan^le droit 
en plus on en moans , side ddnqiiiiip^epinde eette^ex- 
pres-^ouMest cons 11 amm«ob''^ 6 *W^d''aigae! et plus 
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grand que zero. En sorte que <p sera dans ce cas egal 
a A' plus ou moins un angle toujours moindre 
que go'’, et par consequent la valeur moyenne de 
(p sera encore alors Si, au contraire, ce 

denominateur pouvait devenir nul, la valeur de. 
tang(<p — *ht — N) deviendrait infinie; Tangle cp — Tit^h^ 
depasserait alors 90°, il pourrait nieme , par la suite, 
devenir egal a une ou plusieurs fcircodferences , et 
il ne serait plus possible par consequent d’assigner 
dans ce cas aucune liinite a ses accroissemens. 

^ Or, les observations ayant fait voir qne le nceud 
descendant de I’eqiiateur de Id Lune ne s’eloigne 
janaais du li^ud' moyen ascendant de 

son orbite, et- quaint est touidurs 

un angle peu considei’able , il en resulte que Tex— 
pression 

P+M.cos[(Z-A) . +Ja,cos +K,cosli'+h).t-^ib'+h'] 

ne Cioit jamais devenir nulle, quels que soientlesan- 
gles (/ h)t-}-k — h', etc., ce qui exige que eette 

quantite ne change pas de signed, et que par.:conscf- 
qtimt fa valeur de P suit pfas grande que la somhae 
des coelFicie«s M, Ly K, dbstoctibn faiteSd.es sigpes 
de G» quantitqs. Nwas < avons . vu que lorsqde; M , L, 

K sont nnife , P - dbit btre une quantite positive-! il 
faut done, dans le caS general, que P ait une valeur 
positive plus grande que la .sojmine des valeurs de 
fa; K; q'i6 <p-T“A^*.^fe'!|oit un angle -tpujjours 

'labindre que Parigle droit j et ilfaut en butee queles 
quantites M, L., K, et par consequent- M 'et N, 
soient tres- petites par rapport k P, pour que I’angle 
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tp — ht — A' soit toujours fort petit, comme I’obser- 
vation I’indique. Or , comme M et N sont arbitraires, 

Cette derniere condition est toujours facile a remplir, 
et doit etre consideree comme une donnee fournie 
par les observations. 

Si Ton fait cp — At — A's=^, en sorte que 
on aura 

= (p — mt — c — u—ht-\-h' — mt—c — 

pour la longitude du noeud descendant de I’dquateur 
lunaire. Or, est li^ lieu moyen du 

noeud ascendant de -forbite ; on aura done le lieu 
vrai du noeud descendant de I’equateur lunaire , en 
retranchant le lieu moyen du noeud ascendant de 
I’orbite de I’angle ^ — u, u etant la libration reelle 
de la Lune en longitude, et ^ un tres petit angle 
determine par I’equatio n 

P+M.co6[(7-A).i+it-//]-p.L.cos[(Z'-A).t;i-/<'-7/]-i-IL.cos[C/-f-A').t+ife'+A']' 



de I’dquateur lunaire sur I’dcliptique fixe. Si Ton 
ajoute les carres des valeurs de $ et s', en observant 
que 


' N=:.K + L et 3.\/g^.N=K— L, j.J 

on aura 

i 

m^H=V^+l^^+h^+li^+hM?xos[(^l^h)£+h--U^ 

— a.PRfCOs[(^'-f*/i)^+A'+A^]-aXK,.cos 
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Nous venons de voir que pour que <^—^ht — k' 
soit constamiueut un ires petit angle, les Conslantfes 
M, h et K doivenl krO tres petites , par rapport 
a P; rinclinaison 0 est done, k tres pen pres, cons- 
tante et e'gale a P. Aipsi done, la coincidence des 
nceuds de Fequateur et de I’orbite lunaire et I’lnva-*' 
riabilite de I’inclinaison du premier de ces pkns a 
I’ecliptique ne sont pas deux phe'nomenes isole's dans 
le systeme du monde ; ils resultent I’un de Fautre par 
la the'orie de la'pesanteur, comme ils sont donnes 
simultane'ment par Fobservatipn. • 

On voit, par ce qui precMe et par ce que nous 
Vons dit n° 44, que dans la theofie de la libration 
de la Lune, on peut regarder comme nulles, ©u du 
moins comme insensibles, les constantesarbitraires qui 
dependent de Fetat initial du mouvement. Nous 
avons remarque semblablement,! dans le n“ i3, que 
les observations les plus prdcises n’indiquaienl^, dans 
le mouvement ^de Fequateur terrestre, aucune in^ga- 
lite de'pendante de k ni^me cause. Ce r^sultat doit 
sans doute etre etendu a toutes les planetes ; et Fon 
qpn^oit en elTet que Finfluence deFimpulsion primi- 
recue les corps celestes, isur les perturba- 
tions de leur mouvement uniforme de rotation, 
autour de leur centre de gravite, a dd 4tre depuis 
long-tetH-ps, tan^antie par les frottemens et les resis- 
tances qu’ils eprouvent; en sorte qu’il ne subsiste 
plus aujourd’hui que cedes qui ©nt une cause per- 
.jmsnente. . , ■ : , 

' Nous allona jwtttenant reprea4re eia .ddtail les 
dijiflrens termes des expressions ^nerales de s et / 
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et ei) id^duire, comme nous Tavons fait relative- 
ment a I’expression de la libration eil longitude , 
les donne'es qu’elles fournissent sur la constitution 
du spheroide lunaire. II est evident d’abord que pour 
^que les valeurs de s et s' demeurenl constamment 
trk petites, comme les observations I’indiquenf , il 
faut que les coefBciens M, N, M', N', P et P'’ soient 
tres petits, et que de plus, les coefficiens Z, Z', 
h, etc., soient r^els. Or, les quantites h, Me., sont 
re'elles de leur nature; mais pour que les valeur^ de 
Z et Z' le soient aus^i, il faut qUe les racines de Fd-' 
quation (lo) soient noft-seulement reelles, mais en- 
core positives, ce qui donne les trois equations de 
condition suivantes : 

(A+B-C)‘— 4.(A— C).47-(B— C).B>o, 
(A4.B-C)H.(A-C).A+(A-B).B>r6.(A-C)'.(B-C).AB, 
(A— C).(B— C)>o. 

Si Tune de ces conditions n’e'tait pas satisfaite , les 
valeurs de ^ et renfermeraient le temps t hors des 
signes. sinus etcosinns;;et; pourraient augmenter in-* 
defiliiment, ce qui est contrair© aux phe'nomdnes 
observes. La derniere montre que le produit 
(A — C).(B — C) doit toujom's dtre positif, ce qui 
exigff que Gsoit le plus grand on le plus petit dOto 
trois iftoraaens i d’inertk A > B>^ €< < Or , C est le 
ment d’ineitie qui se fapport^i -au troisidnw^ 
principal de la Lune , celui aufour duqtiel elle 
tourne ; il est done naturel de suppbser ^’il est 
plus grand que les momens d’inertie A, B, qui se 
rapportent aux axes principaux sittlls dta&Fe'quateur, 
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puisque la Lune a du necessairement s’aplatir dans 
le sens des poles par I’effet du mouvement de rota- 
tion. Nous avons deja vu, n” 44, que B — A doit 
etre une quantite positive pour que la libration de 
la Lune en longitude soit toujours peu considerable; 
C est done le plus grand, et A le plus petit des 
trois momens d’inertie du sphe'roide lunaire. 

52 . Reprenons les equations (S), n" 46 ; en remar- 
quant que a est un fort petit angle, on peut les ecrire 
ainsi : 



(A+B-C) 


M-Cn 

k a 3L , 

^A-C\ 


B 

TTZ-t 1 

dt 

\ B y 


^ B )■ 

dV 

(A+B-C) 

ds 


3L, 



A 

mtfv -i 

dt 

k A j 

® — pri 

lir>' 




Les seuls termes de ces expressions qui puissent 
devenii’ sensibles sont ceux qui dependent de Targu— 
ment moyen de la latitude, a raison deleur grandeur, 
et ceux qui aCquikent par I’integration de tres 
petits diviseursy circonstance qui peut les rendre 
considerables, quoique tres petits par eux-memes. 
Voyons ce que deviennent dans ces deux cas les quan- 
tite's que nous avons designees generalement pd!r P 
etP'. Si, dans une premiere approximation , on ne- 
glige les termes des seconds membres des equations 

prece'dentes qui dependent des angles 0 et <p qui 

sont de tres petites quantites, le second membre de 

la premiere des equations (i 3 ) se reduit a 

* 


et celui de 1% seconde a zero. 
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On a Vu, n” 48 , que 5.sm((' — a) represente la 
tangente de la latitude de la Terre vue de la Lune , 
et a la longitude du noeud ascendant de I’orbe lunaire 
comptee d’une ligne fixe. Ce point a un mouvement 
' re'trograde sur le plan de I’ecliptique fixe, et en de'- 
signant par — amt-\-g la partie moyenne de ce 
mouvement cpi’il nous suffira de considerer ici, et 
substituant pour v la longitude moyenne de 

la Tei’re vue de la Lurie, on aura 

y sin(<' — a) s= y sin[(i -f- a)mt -f“ 

Nous avons represente, n“ 48, par 2.Hsin(^«+^') 
la sorame des termes periodiques du second mem- 
bre de la premike des equations (7),- en suppo- 
sanl done que H sin _est le terme de cette 

suite que nous conside'rons , on aura 

a e'tant une trk petite quantite dont on pent negliger 
le carre. Si Ton substitue cette valeur de k dansD, et 
qu’on neglige les termes de Tordre a“, on pourra 
lui donner cette forme 

D = . [aCa-d-S . (A — C)] . m '^ — . 6A . 

On pent ndgliger le dernier terme de cette expression, 
a cause de la petitesse de ses deux facteurs, et en 
faisant H' =: o dans les valeurs de P et F; aura, 
a trk peuprk, ■ v. 

p _ p/ 3 . (C— A3 . y 

■" ""aCa-3.(C— A)* 


Tome ll. 


ao 
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Tous les t^rines des valeurs de s et s' qui acquiereut 
de petits divis^urs. par riptegrajtiqpi, ont ete discutes 
avec soin, en tenaut Qomplq 4^5 prirjglpales inega- 
lites de la Irvine du premiey et da second ordre, 
par rapport k riodittalson gt rexcentricite de son , 
orbiter gt I’on,^ reconiiu que le sgnl d’entre eux qui 
puisse devetdr sepsiWe est celiiiqui depend de la lon- 
gitude dn pd’igee lunake., L’ijnegalite qui en resulte 
a une pd’iode d’environ six annees ; elle depend de k 
seconde approximation, c’est-a-dire qu’elle est du 
second .ordre par rapport aux quantiles 0, y et e, 
en designant par e I’excentricite de I’orbe lunaire. 
Pour la determiner, reprenons les equations (i5) ; en 
remarquanl que et, designant la longitude du noeud 
ascendant de I’orbite de la Lune, coraptee du noeud 
descendant de son equateur, est uil tr^s petit angle 
dont on pent faire abstraction , on aura 


d^s (A-fB-C) ds' /A-C\ 
IF B '^dt /’ 

dV (A-PB-C) Jls 
dV^~ A '^dt~\ A )’ 


3Li /!B— C\ 



Par les formuks du mouvement elliptique , on a 

. s', . - h 

- s= I — e cos(OTf-f- c — cS), 
ps=5mf-4“<^‘^n-|^2e sia(TOf-4rC,rr-.i»), 

e e'tant I’excentricite gt n k longitude du noeud as- 
cendant de i’orbe lunaire, mt-{-c la longitude njoyenne 
de la Terre vue de la Lune, et co la longitude du pe'- 
rigee de I’orbite qu’elle est supposde decrire, ces trois 
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^ngitiides etant comptees sur le plan de I’dcliptique 
a partir d’une Hgne fixe. De ces equations, en n’ayant 
egard qu’aux termes qui dependent de la premiere 
puissance de e, on tire 

• [ I +3e co&{mt -f- c — &))] , 

sin p=sin(m«+c-n)-f. 2 e cos(m?+c-)si n(wi 4 - c-a ) . 

On pent d’ailleurs, comme p-^(p eat un tr^ petit 
arc, negligersonnarre dans Ids aeeends meaoalu'ea des 
equations ( 14 )* ott * ce qui revient an meme, le subs^ 
tituer a la place de son sinus , et supposer son cosi*- 
nus e'gal a I’unite. Or, I’expi’ession de cet arc coa- 

tient, d’apres le n,° 43 , letepme af sin(;wi-f-c a); 

on aura done 

cos(f' !p)=i , sin((' — (p) = 2esin(/««4-c— ■«). 

En vertu des valeurs precedentes, le second 
membre de la premiere des equations (i4)^ en ne 
considerant que les termes de I’ordpd 
cites de 1 orbe lunaire , devient 

3L /A-C\ , r 

ou bien, en negligeant les termes periodiques - " 

3L /A— C\ * ^ 

^ (ft +>')•<? sin • 

On veira, de la meme maniere que le second membre 
d« la deuxieme de ces equations se rddifitfii' 

3lL/B-C\ s ' ’ 

\X j ■ ®>» C'n* -It + C. — <K)(1, 


20 . . 
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ce qui donne, en uegligeant la partie periodique, le 

terme 


^ .(^^^)..(6-h>).ecos(a)w. n). 


II faut substituer ces valeurs dans les equations (i4)^ 
mais pour ne rien lalsser a deslrer sur cet article, 
nous observerons que p/ sin — a) exprime, n°52, la 
latitude dela Terre vue de laLune, qui est egale et de 
signe contraire a la latitude de la Lune.Or, I’expres- 
sion decette derniere latitude contient, dans la partie 
qui est due a la force perturbatrice , une iiiegalite de 
Cette forme 

— — n), * 

laquelle produira, dans le second membre de la pre- 
miere des equations (i4); Ic terme suivant : 

qu’ilfaudra joindre au terme determine' plus haut, Les 
equations (i4); en observant qu on a 771 "^ = ^ , devien* 
dront ain§i f . 1 * v ^ 




(A+B-C) 

B 

(A+B^C) 

B 




m 


di 
ds , 
di 



.esin(tf-n), 


L’aclioh : du Soleil fait vj«ier Ira noeuds 6t le peri- 
g^ de Torbite lunairej le mouvement dn perigee 
estdfeectjdeSigaonspar bml-\-f sa longitude moyenne 
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comptee a partir d’une ligne fixe ; le mouvement des 
nceuds etant retrograde , soit comme precedemment 
—amt-\-g la longitude moyenne du noeud ascendant 
comptee de la meme ligne ; on representant la longi- 
^ tude de I’orbite de la Terre vue de la Lune, gst 
egal a la longitude de I’orbe lunaire angmentee d’une 
deini-circonferencc ; on aura done ainsi 


6) — n = — ^+180'’. 

Si Ton substitue cett4 Vileur' dans les equations dif- 
ferentielles precedentes et que pour y satisfaire on ' 
suppose 

j = P .sin [(a -f- H- jT— g] , 

/= P'.cos [(<3 + — g], 


ae\b etant de petites quantites dont on pent negliger 
les carr& et les produits par — g— et on trou- 

vera , a tres peu pres , 




a 4” ^ 


a + 6 


On aura done, en yertu des deux termes que nouft^ 
venons de considerer , pour les yaleurs comj 


et de 
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~ aCd — 3(C^A) * [(l ^ 


S3, Si IW el^ye au carre ces valeurs et qu’on les , 
substitue ensuite dans I’equation tang Qs=s\/s* ^- s^, 
en negligeant les produils de trois dimensions , pai' 
rapport a e, 6 et > , on aura 


tang(: 


3.(C-A).> 


+^<i 




. e sin [( I .sin [(a+b)mt’^f^^ 


^Ca-^B (CtA.) 

■A\ 

— — JZjr5~ /^cos[(*+c)mt+e].cos[(a+6)mJ4._^-^)]. 




Comparons cette valeur aux observations. En ne con- 
side'rant d'abord que son premier terme, on a 


tang 6 : 


3XC"vA,).iy 


aCa — 3(C — A)' 


(l5) 


Mayer, par des observations faites en 1749 , avait 
trouve 1 inclinaison de Vequateur lunaire egale k 
1 ° 2 Q . MM. Bouvard et Nicollet, par des observations 
fenouvele'es .dans ces derniei’s temps et que nous 
avons deja citees, ont reduit cette inclinaison a 
i”28'45'';resultatqui pe differe que de iS' de celui 
de Mayer, et qui de'montre avec evidence I’inva- 
riabilite de I’inclinaison mojenne. Nous supposerons 
done fl = i'’ 28 ' 45 "; on a d’ailieurs par latheorie de 
la Lune , 


^ = 5” 8' 49"» d =5 o . 004023 . 
On^ura-donc, au moyeu de re'qaatioA (i^)» 





/ C — _ 2 fl +'6 . 

\ C / 8 +y 


•' "t;!) ■ -■ j; ■ 

0.0017972. 


3^111 


Or, d’apres Tordre de grandeur des trois quantites 
A, B, C, on a ' ^ 

B — A ^ C A 
G ' ^ C 


Xia ■ ' premi^r 0 de, ces dfpx quantites ; est done 
TOoinfire qwe «.o^h 3 §^; f.4Wn\eMous Xaypj^s 

4 ^- . .-!» nd'f'jh ffr »'jvfr» ■■ l!'jr „7 

-Ifc^renoJid niaiiiteijsanf; lajtalew cpw|^et;e^ jde 
tang.;&; en ne considerant que les termes dontpous 
avons d’abord fait abstraction , et negligeant , comme 
nous le faisobs , le carre de on en tire i 

tangfi=3.^^^^.^^^.esin[(i+fl)TOtd-S].sin[(a4-i)mt4-/x_g] 

.«cos[(i +a) mt+S] .cos[(a+&)mt 4 -/l-g'], 

• I J < « < I S J , ; ' 1 ’ ‘ i ' . II.J iJ 

eq^tipi^ daf sbe s.^!^^t^-menibre de laqpelle on spl)^ 
tij^eyia pounG sa -^^JCtr.donnefc par.i’e'quation (i^). 

Leg deux inegaiit^ quie eette expression renferme 
opt pour limites leurs coelOiiciens, et Ton peut en 
c^cpier appfOJ^i^yiaJiyemeut les valeurs. En effet, 

et par la tbeorie de la Lune , , r:!, ,- ^ 

e = o . 05487 , a = 0 . 00-^22 

■ 5=0. oo845:i,Kfe ^.55^106. 
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Ea supposant done pour tin moment. 


C— A C — A_ 

B “ G “ 


o . oooSggoy , 


.on aura 




--m+k 


.ey==z I '37", 1 88. 


' Ainsi , le maximum dP la seconde iiiegalite de 6 ne 
s^ieleyera pas a i' 3 7 ^', e’est-a-dire a la cinquan- 
tieme partie enviroii de I’inclinaison moyenne . 

'Le maximum de la premiere ine'galite ne saurait 
^tre de'tertnine rigourewsement , parce que la valeur 

de — est encore incqnnue j mais on pent en fixer 
la limite en observant que Ton a 

. C-B C-A; ' :■ • 

: V,. ' J.;: , / 

d’oii il suit que la preniiere inegalite est moindre 
dans son maximum que le dotible de la seednde , 
e’est-a-dire qu’elle est au-dessous de ^ de I’inclinai- 
s 6 ii moyenne de I’e'quateur lunaire a lecliptiqufe. 

’ '54 Les valeUrs de 5 etde/prddliig^Ht dfeuxin^ali- 
tes ^mblables atix pTreeddetites, dans la valeur de (p^'et 
par suite, dans I’expression de la distance du noeud des- 
cendant de I’equateur lunaire au nceud ascendant de 
I’orbite. En effet, en ne considerant que le premier 
terme de ces valeurs, on a 1 . j 


tang <p = p = tang.[(i -fc— 
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d’ou Ton thie 

(p = (i +a) — g. 

On a d’ailleurs, en faisant abstraction de la libr^tion 
en longitude qui est tres petite , 

=; (p - — mt — c; 

on aura done 

=; amt « — g y 

e’est-a-dire que le nceud de I’equateur lunaire 
coincide ayiec ndeud de rorbite , comrne nous la- 
•voBS d^iaiontre gdndralement n° 5o. -Considerons 
maintenant les termes du second ordre des valeurs 
de s et s'; faisons pour abreger , 

^ — ->1/ -f- amt — g. 

En sorte que ^ exprime Tangle cqmpris enlre le 
noeud de Tequateur de la Lune et le noeud de sou 
orbite conipte sur*le plan parallele a Tecliptique , 
et dans Tordre des signes. On aura, en mettant pour 

d’o^ Ton tire * 

tang9.sin? = tang9.sin[(i + a)mt + c— f)] , 

=s'sin[(i — scos[(i +a)mt j-d—g]. 

Si Ton substitue pout- s et s' leurs tale«rsi,'i;?qa’on 
divise ensuite Tequation resultan te pM; la^TOle'nr. -dfe 
tang 6 et qu’on neglige les puissan'cesr)€e e supe- 
rieures a la premiere , ce qui pernM^jlip mettre Tare 4 
a la place de son sinus , pf aura 



‘ 3j4 thSorie analytique 

• f- 

“ '^\'H“ / (,j+6)9 ■'•®^K^+“)'^‘4^‘>-^3-cosC(a+^')'MJ+^ 

On pent calculer le coefficient de la seconde de ces * 
deux inegalitesj en effet^ si Ton suppose 3 . (^^) 

= 0.0008986, au moyen des ^aleurs de e, a, b, 

3 r, B , donnees pi^ce'demtnent^ opi, trouvefa 
1*2 45^ pour la valeur de ce coefficient, d’ou I’on. 
voit qu’en vertu de la seconde des inegalites de 
les noeuds de I’equateur et de I’orbite lunaires peu- 
vent s’ecarter Tun de I’autre de plus d’un degr^* 

Le maxiTnwn de la seconde inegalite ne pent encore 
se determiner, parce <ju’on ignore, comme nous 

I'aYous dit , la valeur de — -r^ , mais ofl est assure 

saurait purpasser le double dfe la seconde, 
c est— a-clire Mayer avait trouve 

parsesobservatidiis ^’= — 3 ^ 3 §'; Bouvard et 
Nicollet ont conclu des leurs C=i° 48 '. On pent 
attribuer la difference des deux res ul tats, en partie 
aux erreurs des observations , et en partie aux- varia- 
tions que subit la quantile ^ en vertu des inegalites 
qu’elle renferme. 

55 . M. Nicollet , d’apres les derniers calculs qu’il a 
faits sur les observations de M. Bouvard , a trduv^ 
l inclinaison mojenne de I’equateur lunaire sofi I’l- 
d^tique de i°28'42*^ Yalep* un peu plus grande 
qwcelle que ttous avions d’«bord adopjee j ©® ena 
deduit ■ , . t. , r. 

if* •> 
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3(C— A) Q 

=0.000178. 

Au moyea do cette valeur et de celle de — -q— 
rapportee a“ 45 , on coudut , a tres peu pres , : j 
3{G— B) 

_v — — i = 0.00012. 

A 

Si a I’aide de ces valeurs el de celles <jue nous 
avons rapportees plus haul, pour lies quantiles 
a, h, etC‘f opr^duit en npmbresles coelilciens 
des inegalites des expressions precedentes de G et de 
^ , en faisant pour abreger 

D = (i — g, 

on trouve 

6=1° 28' 42' -1- 1 5" sin D sinE 4- 97" cosD cos E , 
4= 4 4 7" cosD sinE — 5721'' slnPcosE. 

Dans ces fortnulls,, 6 represente I’inclinaison vraie 
de r^quateur Innaire?* sur I’^cliptique, 4 distance 
dn Amend dlescendant de I’dquateur die fa Eune' au 
neend ascendant de son Orbite. D est la distance 
moyenne de la Dune a sonnoeud ascendant et 
de so** perigee i ce m^rae noeud. 

• • Mows avOffs! dit , n® ip. , que la 
p61es n’etait pas stable i la Surface de la' 
aise de determiner maintenant les variations qu’ils 
^prouvent. 

En effet, si, a I’aide des donn^es prec^entes , 
on converlit en noinbreiilirs yilffidiens des expres- 
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sions de s et de s', n® Bz, on trouve 

^ = (i® 28' 42'). sin D + 1 3" sin E , 

= (i * .28^ 42 }• cos D -f- g^"cos E , 

d’ou en differenciant et observant que Ton a 

dD , dE , 

mdi — 1.00402, ^ — «4-^ = 0. 01247, 

on tire 

28' es'o. cos D + o »,5 co»E , 

° 28' 63"). sin D — I " sin E. 


Les equations (6) donnent 




on aura done 

* ; • , * & ^ ~ ? p'!.sin 

^ = 21" cosD — 97 "cosE. 

« 

Si Ton nonime cT Tangle que forme Taxe instan- 
tane de rotation de la Lune avec Taxe auquel se 

rappOrte le plus grand moment d’inertie 

, , , 1/?*+?“+^^ 
expnmera generalement, n® 1, le sinus de cet angle; 

on aura done, a tres peu pres , 

m ’ . : 

poor P leurs valeui^, on verra 
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que la plus grande valeur de Tangle serait de 2 ' 36", 
en sorte que les p61es de rotation de la Lune penvent 
faire autour des poles de son equateur des excursions 
dont Tetendue , dans son maximum, est de 2 ' 36". 

57 . Nous avons rapporte jusqu’ici les mouvemens 
de Te'quateur lunaire a une ecliptique fixe; il res- 
terait, pour completer la theorie de la libration 
de la Lune , a cousiderer les mouvemens de ce plan 
relativement a Tecliptique mobile. Mais il est aise 
de se "convaincre, par une analyse Ires simple , que 
les e'quations qui de'terminent la position de Te'qua- 
teur lunaire sont absolument de meme forme, soit 
qu’on la rapporte a Tecliptique fixe ou a Tecliptique 
mobile, pourvu qu’on rapporte au meme plan la 
position de la Lune dans son orbite; d’ouTon pent 
conclure que les lois des pbenomenes qui dependent 
des mouvemens de son equateur sont les menies 
dans les deux cas. Pour se rendre raison de ce re- 
sultat, il fautconcevoir que Tattraction de la Terre sur 
le sphe'roide lunaire , ramenant sans ce^se Tequateur 
et Torbite de la Liffie au m4me degre' d’inclinaison 
sur Tdcliptique vraie, la Constance de linclinaison 
mutuelle de ces deux plans , et la coincidence de leurs 
noeuds , n’eprouvent aucune alteration des deplace- 
mens seculaires de Tecliptique. Enfin, nous n avons 
pas tenu compte, dans la theorie prdcedente, deiTac- 
tion du Soleil sur le spbdrbide lunaire, parse que 
toutes les recherches qu’on a faites h cet ^gard Ont 
prouve que cette action n a aucune influence sensible 
sur les mouvemens de la Lune aufonr de son centre 
de gravite. 4 , 
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LIVRE CINQCIEME. 


De la figure des corps celestes. 


Pour determiner, par la the'orie, la figure des corps 
celestes, les g^mkres regardent chacun de ces corps 
comme une masse originairement fluide, douee dun 
mouvementde rotation autour de son centre de gravi- 
te, et dont toutes les parties s’attirent re'ciproquement 
aii caicre de la distance j la questjon consist® alors a 
determiner la figure que doit prendre une pareille 
masse lorsqu’elle paPTieat a I’^taA d’equilibre. Pour 
la re'soudre dans toute sa generalite, il faudrait con- 
naiti'e d priori les attractions que les ditFe'rentes par- 
ties du fluide exercent les unes sur les autres. Ces 
.attractions dependent de la densite des molecules 
qui le composent, et de leur arrangement mutuel, 
c’est-^dire de la forme meme du corps. On est done 
reduit a faire une hjpothese arbitraire sur la figiiwf 
primitive des corps celestes; on de'termine, d’api^s 
cette hypothese , les actions que leurs diffe'renitejS par- 
ties suppose'es fluides exercent les unes sur les awtres, 
e^Peqi^tion de I’equilibre, qui ne G<»tie»t^j^us rien 
d’indetermine, fait connaltre ensuite la forme de ces 
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corps, et la loi de la pesanteur a leur surface, en 
supposant toutefois que leurs molecules out conserve, 
en se solidifiant, la meme disposition qu’elles avaient 
a I’etat fluide. 

Nous nous occuperons done d’abord, dans ce 
livre , des attractions des splieroides , et specialement 
de ceux dont la figure est supposee ditferer tres peu 
de la sphere , parce que cette hypothese est celle qul 
s’applique avec le plus de vraisemblance aux diffe- 
rens corps du systeme du monde. Nous de'termine- 
rons ensuite, paries lois de I’Hydrostatique, la figure 
des corps celestes, et nous coraparerons enfin, rela- 
tivement a la Terre et a Jupiter, les resultats de la 
tbeorie et de I’observation. 

La partie de la mecanique celeste que nous allons 
aborder, n’a point encore atteint le haut degre de 
perfection auquel sont parvenues celles dont nous 
nous sommes occupe dans les livres pre'cedens. C’est 
quid le ge'ometre a ete oblige de tout emprunter 
k son propre ^ente, I’expdience et robservation tie 
iui out prM qtt'btt feibife appui. Pour traitCr ces 
questions delicates et d’une nature particulide, il 
lui a fallu creer une branche d’Analyse nouvelle ; et 
si les hypotbkses arbitraires sur lesquelles repose 
cette importante partie de la tbeorie analytique du 
systeme du monde emp^cbent les resultats <^’elle 
produit de porter dans les esprits toute la wvietion 
desirable, on peut du moins regarded cess resultats, 
|>arleur etendue et leur simplicite^ epjWne Tune des 
plus belles consequences de I’appi^atioti de I’Aoalyse 
aux grands problemes de la Physique celeste. 
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Sao 


GHAPITRE PREMIER. 


Formules generales pour determiner les attractions 
des spheroides de figure quelconque. 


' I . Soit dm I’un quelconque des e'le'mens du sphe- 


roide ; nommons f sa distance 


au point attire ; 


dm 

T 


exprimera Taction qu’il exei'ce sur ce pointy et en 
mullipliant cette expression par les cosinus des angles 
que forme la droite y avec chacun des axes coordon- 
nes, on aura les trois composantes de cette force, res- 
pectivement parall^es ces axes. Soient x,j-,z,les 
cqordonnees de Telement dm , rapportees a trois axes 
rectangulaires passant par Ic cenlx’e du spheroide , 
et a, c les coordonnees du point attire relatives 
aux m^mes axes , on aura 


/= ^)‘ + (* + {c — z)\ 

On peut I’egarder Tdldnient dm comme un petit paral- 
lelepipede rectangttllire;dont leS dimensions sont dai, 
dfi, dz) en nommant dOiwj f ^ densitd, p ^tant une 
fcttfeticm des coordonnees a:', 7, z varid^ suivant 
une loi qtielconque , on aura 
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dm = fdxdjdz. 

Cela pose, designons par A, B, C les attraclions 
exercees par le spheroide parallMement aux axes des 
X f desjK et des z, et dirigeesvers I’originedes coor- 
donnees, on aura 


A 

- rcc— 

^.{a — a:) . dxdydz 

JJJ [(- 


B 

= rr/i_ 

§,( b — y) . dxdydz 

JJJ E(«- 

—xY + (b—yY + (c. — 

c 

-rcf— 

— z).dxdy'dz 




les triples integrales se rapportant -aux v 

r, 

z, qui fixent la po.sition de et 


(A) 


s’etendre a la masse entiere du spheroide. 

On Yoit par ces foi'mules que si Ton designe par 
V la fonction qui ex prime la somme des elemens 
du spheroide, divise's respectivement par leur distance 
an point attird, en sorte qu’on a,it 

f* f* r* idxdyds 

JJJ [(« 


v = 




I ? 


les integrales devapt etre etendues a la masse ei)^ 
ilere du spheroide, la fonction V aura cette .pro- 
priete reniarquable, que sestrois differences’ parueff^, 
prises par rapport aux coordonndes a, T-j^edu point 
attire, donneront immediatement les valeurs de A, B, 
C. En effet, les inte'grations n’etant relatives qu’aux 
coordonnees a:, z, on a evideninient 
Tome II. 2 1 
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A 


</v 

Ja * 




./V ii\' 

dh ' dr ■ 


Si la ViUt^r do V ^lait comiH«, on aiirait dour, fm 
uuio diiSopeniUatiou , coUw do A, B, t*. (*«‘nr 

rolriticut, |>0wr avoir riitlracliou quVxorro in ikjdie- 
ro'idr, Kur le point atlirc parailrlrmrn! ;i uiu* droitr 
quelconquie , d auflSra dc regardsr V cmnnie funriluu 
do irois coortionn(k« reolnngidaires doul I'lUie s«>it 
paraUol*' a <flto droltr ; io rorllirii'tit d«' !a diffrirn- 
ticllc <lo V, rolativo a rrttr roiu'dtmtjrr rt prisi* avi r 
im sigm; ronlraiir, oxpriniora r.irliun qu '« mk . Ir 
le spheroidc parallekracut h la droite liouiirr, rt 
dirigdc vers rorigino dos rt>ordonnor<». 

a. Lafonotion Vjouitonron tl'uni! prtqiridto ifH|>or- 
tante , r’rst quo si on b dUltiit* nrie hoc aecundc! loin , 
par rapprt wax coordonndes a, I, « et qti'iM ajoiilr 
lei co«lfeen« dis les troie dti^reneea paurtieliwi, cettr 
somme satxi, ^ aim. &i liot , on 

repiwoitant , oomme pi-tSdWIemwtent , par / b fonc- 

tion [(rt — x)*4- (/' — ?■)•+('•---• ;)'ls on aura 

V 

ririt(i|piUon deviftt s’dtendw i I« manse enliore dti 
spUero'ide- Les signcs / n dtant rcbtifii quaua xa- 
rtabloH .T, r, »i »1 dvldont qu'on aura 


#¥ , d*V dV 


/ »/*.* t/‘. * 4* *\ 
"'/// fdvdjj*. I :;|/+9^+‘3;f / 


0 
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Or, en differenciant deux fois la valeur de on 
trouve 


/- H^~ay—ij—by—(z—cy 

da^ ' 

d\- 

f ’^{y—by — ipo— ay — {z~ cV 

db^ ys f 

d\l 

f 2(2 — c )* — (x — ay — (y — by 

dd- ^ 'p » 


d’ou Ton tire 

^“7 '^“7 ^“7 

+ TF + '5?' = ® '* 

on aura done, par consequent, 

^ _ 

da“ db’^ dc^ — 


0) 


Cett© equation remarquaUe a e'te de'eouv^te par 
Laplace, qui en a fait la base de sa belle theorie de 
la figure des corps celestes. Elle a lieu rigoureuse- 
ment toutes les fois que le point attire est situe 
au dehors duspheroide oudans I’interieur d’un sph^ 
roide creux ; mais elle cesse de subsistcr lorsque le 
point attird fait partie de la masse du sphdroide, 
parce que, dans ce cas, la distance y deveilant nulle 


entre les limites de I’integrale J'^ > la sUrainae dea 


trois diffei'ences partielles de y se rdduit a la forme 


21 . . 
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de I , et elie n’est plus nulle par consequent pour 
toutes les valeurs de x, j, z. M. Poisson est le 
premier qui ait fait remarquer ce cas d’exception de 
I’e'quation (i). 

5. Pour determiner dans ce cas la valeur de la fonc- ^ 

tioii ^ + TP > supposons une sphere, de- 

crite de I’orlgine des coordonnees et d’un rayon quel- 
conque, qui embrasse le point attire et soit comprise 
tout entiere dans le spheroide. La fonction V se 
parlagera alors en deux parties U et U', la premiere 
relative a la sph(Ve, la seconde a I’exces du spbe- 
ro'ide sur la sphere. Le point attire se trouvant sl- 
tue dans I’interieur de ce sphei’o'ide, la fonction 

^ ^ ' d’apres ce qui pre- 

cede ; on aura done simplement 

da^ dc^ da^ db’^ rfc‘ ' 

,, , . . , dU dU dV . 

Or, les trois quanhtes , prises avec un 

signe contraire , representent les attractions qu’exerce 
la sphere sur le point dont les coordonnees sont a, 
c, et qui estinterieur a sa surface; on trouve, dans 
ce cas-, par I’integration directe, n° 19, livre I", 

dU 4srga ^^U 4^ ^ — 

— "3" ' "db~~ i ’ dc 3 ’ 

Tr designant la demi-cii'confe'rence dont le rayon est 
I’unite, et / la densite du spheroide. En differen- 
cianl les valeurs precedentes, on trouve que la fonction 
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+ S + S a — 47rf ; on aura done 


da^ 


+ ^- 1 . 
^ db'^ ^ 




W- (2) 


Nous avons suppose dans ce qui precede le sphe- 
roide homogene ; mais cette equation subsisterait en- 
core pour les spheroidcs heterogenes, composes de 
couches tres minces superposees les unes aux autres, 
pourvu qu’on y suhstitue pour / la valeur de la den- 
si te qui convient a la portion du spheroide ou se 
trouve le point attire. En eflet, on pent alors regar- 
der le spheroide com me compose de trois parties, la 
couche qui comprend le point attire, et les couches 
qui I’euveloppent ou qui sont au-dessous de lui. Ces 
deux dernieres parties du spheroide n’influent pas sur 
le second membre de I’equation ( 2 ) ; cette equation 
subsiste done, puisque la partie restante forme un sphe- 
roide homogene dont /> represente la densite. Le merae 
resullat pent aisement s’etendre a un spheroide dans 
lequel la densite varierait d’une maniere continue. 
Concluons done que les equations (i) et ( 2 ) ont lieu 
pour des spheroidcs de forme et de densite quel- 
conques : la premiere , toutes les fois que le point 
attire' ne fait pas partie de la masse du corps j la 
seconde, dans le cas contraire. 

/j. On pent, par une simple transformation d^ coor- 
donnees a, h, c, donner a ces e'quations d’autres formes 
plus commodes dans' diverses circonstanc^. Suppo- 
sons, par excmple, que Ton designe par r le rayon 
mene dc I’origine des coordonn^es au point attire , 
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par 6 Tangle que forme ce rayon avec Tun des axes 
coordonnes, avec I’axe des x par exemple, et par 
c6 Tangle que forme la projection de r sur le plan 
des j-, z avec Taxe des y ; on aura 

a—rcosd, 5=rsia0cosn), <?=rsin$ sin®. (3) 

Nommons r', 6^, &>', ce que deviennent /■, 0, ® , par 
rapport a Telement dm; on aura de meme 

a;= / cos 0', j—r' sin 0' cos a>\ z = r' sin 0' sin a' ; 

de la on tire 


f = \/ 1 * — arr' . [cos0 cos0'+ sin0 sin0' cos((M — <»')] + r *. 

On peut d’ailleurs consideVer dm comme un petit 
parallele'pipede rectangulaire, dont les trois dimen- 
sipns sorxldr, r'd^', r' sin 0'ia)', et dont la densite est / ; 
Texpression de V deviendra done ainsi 



f sin 

2r/. [^cos6 cos 0'+ sin sill cos 




Tintegrale relative a d devant etre prise depuis /=o 
jusqu’a la valeur de / ^ la surface du splieroide; Tin- 
tegrale relative^ 0, depuis 0=o jusqu’^ 0=:'7r, et Tin- 
tegrale relative a a, depuis (a)=:o jusqu’a cd-m^Tr; en 
repre'sentant toujours par tt la demi-clrconfe'rence, 
dont le I’ayon est Tunite. 

Si Ton designe par A,B,Cles trois composantes de 
Taction du sphe'roide sur le point attire : la premifere 
dirigee suivantle rayon r; I’autre, suivant une per- 
pendiculaire a ce rayon , mene'e dans le plan de 0; la 
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troisieme, suivant une perpendiculaire a ce plan j d’a- 
pi'es ce que nous avons dit n“ i, on aura 

, dV „ dV p.. dY 

Ces diverses formules sont de la plus grande utilite 
dans la theorie des attractions des sphe'roides, ou 
Ton est sans cesse oblige d’enaployer les coordonnees 
polaires pour rendre les inte'grations praticables. 

Cela pose, des e'quations (3) on tire 


r=:t/a»+A“ + c% cosfl_p;=c=, tang«=J. (4> 

On transformera, au moyen de ces valeurs, les dif- 
ferences partielles differences par- 

tielles relatives aux variables r, 0 , a, et ou les subs- 
tituera ensuitedans requation(i). Pour faciliter cette 
operation, observons que si I’on regarde V comme 
fonction des variables a,b,c, et ensuite comme fonc- 
tion des variables r, 6 ^ aura 


civ dv „ , dV , 
^,da+-^.db+-^^.dc: 


dV J . dV 


dV 


equation qui doit devenir identique, en y substituapt 

pour dr, d^, da, leurs valeurs tirees des equations 

Si, apres avoir opere cette substitution, oUiOOpparff 

les coefliciens de da, db,dc, dans les deujc.^eipbres,. 

on trouvera ' , 

dV /I dV siiafl dV 
^=C0S6. — ^ 
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=sin fjcos a . 


db 

^ = sin G sin a 
dc 


dV , 

COS cos a dV 

sin a> 

dY 


r ’ d6 

r sin Q 

• dc, ' 

dY 

, cos 9 sin « dY 

, cos a 

dY 

• dr~ 

r' r ^ 

‘ r sin Q 

• dc' 


On differenciera de nouveau ces expressions par les 
memes procede's , et Ton aura ainsi les valeurs de 

en differences partielles de V, prises 

par rapport aux variables r, G, « ; ensuite en multi- 
pliant par r* I’equation (i), on la transfoi'mera ai- 
sement dans la suivante : 


cose ^ I 

sinfl' cJe ' ’ dr^ 


ou=— (5) 


selon que le point attii'e' fait ou non partie du splie- 
roide attirant. 

L’equatiOn precedente resulte d’ailleurs directement 
de li differentiation de la valeur de V exprimee en 
fonction des variables r, 0 , a; elle est souvent em- 
ployee dans la theorie des attractions des spha’o'ides. 

5 . Pour en montrer I’usagc dans un cas tres simple , 
supposons que le corps attirant soit une sphere , ou 
plus generalement un spheroide compose de couches 
concentriques, d’une densitc variable suivant une loi 
quelconque du Centre ii la surface , en sorte que la 
densite f depende uniquement de la distance de Ve- 
hement dm au centre de la couche. Placons I’origine 
des coordonriees h. ce centre, et soit r sa distance au 
point attire', il est clair que V sera une fonction dc r 
independante des angles G et ca; I’equation (5) se 
re'duira done a la suivante ; 
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d\ry _ rd^y , adv _ 
dr^ dr“ dr ^ 


ou 


= — 4.7rfr. 


Coasiderons d’abord le cas ou le point attire ne 
fait pas partie du corps attirant- En multipliant par 
r et en integrant I’equation precedente , on aura 

dV A 

dr 7^ ’ 


A etant une constante ai'bitraire. 

dV . . 

Pour la determiner, observons que — ^ expnme , 

n® I, I’attraction de la couche spberique sur le point 
attire parallelement au rayon c’est-a-dire Taction 
totale de cette couche. Si Ton suppose le point attire 
exterieur au sphero'ide et situe a une distance infinie 
de son centre, Tattraction de la couche sur ce point 
sera evidemment la meme que si toute sa masse etait 
reunie a son centre; en nomniant done M la masse 
de la couche, on aura dans ce cas A=M, d’oii Ton 
conclura gencralement 

^ M 

dr r- ' 

e’est-a-dire que la couche spherique exercc sur les 
points exterieurs 4 sa surface la meme action que si 
toute la masse etait reunie a son centre. 

Si le point attird est situe dans Tinterieur de la 
couche, Tattraction doit 4tre nulle en mdme temps 
quo r, c’est-a-dire lorsque le point attird^e trouve 
au centre meme du spheroide; on a done dans ce 

dV 

cas As=o,et Tonen conclura gdndraleraent' — -^ = 0 , 
quel que sort r. D’oii il suit qu’iin sphero'ide compose 
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de couches spheriques homogkies et concentriques 
n’exerce aucuae action sur les points interieurs a sa 
surface. 

Supposons mainlenant le point attire compris dans 
la masse de la sphere dont il subit I’action ; Tequation ' 
(5) devient alors 

dr^ r ‘ dr 

Si Ton multiplie les deux membres par r% on aura 

■ dr-. 


d.r’‘-^- — - 
dr 


d’ou Ton tire , en integrant , 
dV 


= A^-frr^ctr + B, 


B etant une constante arbitraire. 

Pour la determiner, observons que s’il s’agit de 
connaitre I’attractinii d’une couche spherique sur un 
point de sa masse, les integrales doivent etre prises 
depuis la valeur de r qui repond a la surface interieure 
de la couche , j usqu’a sa valeur relative au point at- 
tire. Or, a la premiei’e limite , Taction de la couche 
est nulle ; on a done ge'neralement B=o, et par con- 
sequent 

( 6 ) 

Le second membre de cette equation , les integrales 
dtant prises dans les limites precedentes, exprime la 
masse de la couche sphdrique qui agit sur le point 
attir«. En desjiguant done par M' la portion de la 
cojiche spherique ‘comprise entre la surface -interieure 
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etla surface spherique passant par le point attire, on 
aura 

_ ^ M' 

dr r'^ ^ 

valeur qui s’accorde avec celle qui se rapporte aux 
points exterieurs, lorsqu’on suppose le point attire 
situe a la surface de la couche. 

Si le spheroide etait homogene, I’equation (6) 
donnerait, en I’integrant, 

V=:-f /“ + C, 

C e'tant une constante arbitraire. 

Supposons le point attire place dans I’interieur de 
la sphere dont le rayon est a ; il faudra, pour etendre 
I’integration a toute la masse du corps attirant , 
prendre les integrales precedentes depuis r= o jus- 
qu’a Or, a cette derniere limite, la valeur de 

V est egale a la masse de la sphere divisee par la 
distance du point attire a son centre, c’est-a-dire a 

on aura par cous^quent alors 
T® =-T" +C. 

En determinant done, au moyen de cette equa- 
tion , la valeur de C , on aura , relativement k la 
sphere entiere et h. un point place dans son int^rieur, 

y o Si w _ 

= 2'7rn“ y r*. 

• Cesresultats sont conformes k. ceux que nous avons 
trduves par une autre voie, dans le n" 19 du livre 
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CHAPITRE II. 


Attractions des spheroides termines par des surfaces 
du second ordre. 


6. Les formules que nous avons developpecs dans 
le chapitre precedent sont generales, ets’appliquent a 
toute espoce de spheroides, quelles que soient leur na- 
ture et leur figui’e. Nous allons, dans celui-ci, nous 
occuper en particulier de la determination des at- 
tractions des spheroides termines par des surfaces 
elliptiques. 

Supposons, pour simplifier, que le corps attirant 
soit homogene , et que sa clensite soit e'gale a I’unitej 
on aura /> = i , et les formules (A), n° i, devien- 
dront 


A; 

B; 

c 


-Ml 

-MM- 

~-M 


(a — .x) . dxd^'dz 


[ (« — x)* -f (i — -f- (c — z)“] * 

{b — y), dxdydz 

(c — a) . dxdydz 


(a) 


[(a — (<?—“/]" 


3 ? I 


les i’ntegrales / se rapportant aux trois variables 
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Xfj, z, et devant s’etendre a la masse eatiere du 
spheroide. 

Mais I’integratioii des expressions precedentes est 
absolument impossible sous cette forme ; tout ce qu’ori 
peut faire , c’est d’en eliminer Tune des variables , et 
de les ramener ainsi a des iutegrales doubles. En eflfet, 
si Ton integre la premiere par rappoi’t a x , qu’on 
designe parrfcac, la double valeur de x, tiree de I’e- 
quation de la surface qui termine le spbei'oide , et 
que, pour abi’eger, ou fasse 

f> = \ /(_a—x,y-i-{b—yy + (.c—zy, 

( — v'{ci + x,y+ {b—jry (C — zy , 

on aura 

' (7 ■“ ^)' ' 

En integrant la seconde des formules {a) par rap- 
port a / , et la troisieme par rapport a z , on trou- 
verait, pour B et C , des expressions semblables. 
Mais on tenterdit en vain de pousser plus loin les 
inti^gratipjas, pa strait arr^t^ par des obstacles insur- 
montables, meme dans le cas le plus simple, celui 
d’un spheroide termine par une surface sphe'rique. 

7. Pour eviter cette difficulte, il faut transformer les 
coordonnees x, j, z an d’autres variables qui faci- 
litent I’integration des formules (a), ou permettent 
du moins de la ramener a de simples quadratures. 
Ce qu’on a imagine de plus commode a cet e'gard , 
c’est de transporter au point attire I’origine des coor- 
donne'es , et de pi-endre poxir les variables qui dc- 
terminent la position de dm , le rayon menc du 
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point attire a cet e'lement , Tangle que fait ce rayon 
avec Tun des axes coordonnes , et Tangle que forme 
sa projection sur le plan perpendiculaire a cet axe 
avec Tun des deux autres axes compris dans ce plan. 
Soit done r ce rayon , 6 Tangle qu’il forme avec , 
Taxe des x , et ^ Tangle compris entre sa projec- 
tion sur le plan des f ^ z et Taxe des y, on aura 

x=a — rcosG, j'=i — rsin0cos-?«rj z=c — rsinQsincjr. 

L’element dm peut eti'e considere comme un petit 
parallelepipede i-ectangulaire , dont les trois dimen- 
sions sont dr, rdQ, et rsin0d«; on aura done 
dmz=z r"" sin drd^d/zs- , et les trois quantite's A, B, C 
deviendront, par cette transformation, 

A z= JJf dr. dB. dee. sin 0.cos0, 

B = JXf £?r.<Z0.da).sin*0.coS‘t«r, 

C = Jjff dr, dB.dee. sin* 0 . sili<ra-. 

L’integ ration de ces formules relativement a la 
variable r s’execute sans peine ; mais , pour etendre 
Tintegrale a la masse entiere du corps attirant, il 
faut distinguer deux cas , selon que le point attir'd 
est situe dans Tinterieur on au dehors de ce corps. 
Dans le premier cas, la droite qui passe par le point 
attire, et qpi se termine a la surface du spheroid©, 
est divisee en deux parties par ce point : en noal^ 
mant done /• et r ces parties, elles devront dtre 
prises pour limites de Tinte'grale definie , qwi sera 
dgftle h la somme dcs deux integrales partionlidres 
qui lenr correspondent. On aura done ainsi 
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h‘=ff (r-\-r^).d%,d>i!F.sm.^.cos^, ) 

B =//’(r-f-/).£?6.ij?(Z3-.sin®0.cos<5r, >(c) 

C -sin” Q.sin'Zp'. J 

On remplacera dans ces expressions r et r par leurs 
valeurs tire'es de I’e'quation du spliaroide, et Ton in- 
tegrera ensuite successivement par rapport a 6 et a cs 
depuis 6 et (D egaux a zero, jusqu’a 6 et 'sr egaux a 
deux angles droits. 

Dans le second cas , le rayon qui part du point 
attire' et qui traverse le sphe'roide rencontre sa sur- 
face en deux points. Soit r ce rayon a son entrde dans 
le spheroide, et / ce meme ra}'on lox’squ’il en sort, 
I’integrale definie sera dgale a la difference des deux 
integrales particulieres correspondantes a ces limit^s; 
on aura par consequent dans ce cas 

A =:Jjr(r'—‘r). sin cos S , ) 

B = Jjr(r' — /■).4G.<3f'J0-.sin*6.cos<®-, i (of) 

C =j(7’(r' — /•).i?6.<^'zs-,sin‘‘ G.sincsr. J 

On substituera pour ret / leurs valeurs en fonclion 
de 6 et a , et Ton prendra pour Umites des integrales 
relatives ii ces angles leurs valeurs correspondantes 
aux points oii Toti a / — /•=:o, c’est-a-*dire ou le 
rayon r est tangent a la surface du sphe'rojiie. 

Supposons maintettant qtte A , j^i^soiertt l^ftefs 
demi-axes respectivement paralleles aux axes des or, 
desy et des a de Tellipsoide dont nous considerons 
les attractions. L’equation de sa surface, rapporte'e a 
son centre , sera . ) ; ■ : 
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-4-^4- 

/,a I 7,'3 * 


(m) 


et sa masse sera egale a ^ . hh!h', en nommant le 


rapport de la circonference au diametre. 

Transportons*l’origine des coordonnees au point 
attire , etintroduisons dans l’equation(m) les variables 
r, 6, 'ZJr; en substituant pour x, f, z leurs valeurs 
donnees dans le n° precedent , on aura 


/cos“S , sin''«cos''ar I sm‘«sin'‘‘nr\ 

/iicos^ , fointfcosw , ^ 

I A'“ 

Si Ton re'sout cette equation par rapport a les deux 
valeurs qui en resulteront seront celles qu’il faudra 
substituer pouf r et / dans les formules (c) et {d ) : 
or, si Ton fait, pour abreger, 

cos “9 , 8111 “ 6 cos'*® , sin^Ssin^-ar 

Y- ' 

^ acos^ ^ JsinScos'sr 

r r= 1 ^ 

g=f-h-k.(.-£-|;-|;), 

on trouyera , pour les deux I’acines de I’equati on en r, 

< W—s/G , FJ-\/G 

r— ^ , r — jj, ; 

d’ou Ton tire par consequent , 



DU SYSTfiME DU MONDE. 


337 


r'-f-r: 


aF 

‘JL> 


V(r 


K 


les foi'mules relatives aux poiats iaterieurs au sphe- 
ro'ide seront done 


A=a 

B=2 

C=2 


•//• 

■// 

•// 


dBd^r^ sin & cosfl F 
'ciB d’sr SI & cos ^ F 


*d& d^nr sin“fl siii?sr F 


(^) 


et Ton aura , relativemeat anx poiats exterieurs , 


A= 2 
8=2 
C=2 


■fP 

■ff 

■fP 


dB sind cosfl t/G 


d) d'ET ^in®0 costo- J/ G 

__ ^ 

sin*^0 sin'Tsr \/ G 

1 


1 


if) 


Les premieres formnles sent les plus simples, et 
s’integrent sans peane par rapport a la variable <tsf ; 
les secondes , au contraire , prdseatent de gi’andes 
difficulte's a cause du radical qu’elles renferment, et 
qui rend, sous cette forme, Fintegration impossible 
par toutes les me'thodes connues. Heureusement , si 
I’imperfcctioa de TAnalyse n’a pas permis jusqn’ici 
de vaincre cette difficulld, on est parvenq a I’eluder, 
et afaire dependre les attractions des eUi|)Soides re- 
latives aux points exterieurs, de celles <}u’ils exerceat 
sur les points inte'rieurs ou sur les points de leur sur» 
face. Otcupons-nous done excliisiveiiieht des formules 
Tome II. 2 a 
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qui se rapportent au cas ou le point attire est place 
dans I’intdrieur du spherdide : nous supposerons 
eusuite qu’il est sltue en dehors de sa surface , et nous 
verrons qu’il est toujours possible de ramener ce se- 
cond cas au premier. 

8. Si, dans la premiere des formules (e), on subs- 
tltue pour F sa valeur , on aura 


A: 


■ff- 


'd 0 dod sin & cos^ 6 


+ 


jpra 


2^ 

K ■ 

’d6 siu“ 6 cos 6 sin a 


■// 


*d6 da sin®9 cosfl cos a 


K 


Cette expression se simplifie en observant que 
I’inlegrale relative a 6 devant etre prise depuis G = o 
jusqu’a Q — 1 8 o° ^ si 1 on represente par F une tone— 
tion rationnelle quelconque de sin G et cos® G , on 
airra generalement entre ces limites /Fcos0 c?G = o, 
parce que les valeurs de G devant etre prises a egale 
distance au-dessus et au-dessous de Tangle droit, la 
valeur de cette integrale sera composee d’une suite 
d’elemens egaux deux a deux et de signes contraires. 
Les deux derniers termes de Tequation precedente 
se reduisent done a zero en vertu de cette remarque, 
et Texpression de A, ensubstituantpourK sa valeur, 
pent prendre cette forme , 

sin6 COS*0 

— ^ 

-f , sin®6 cos’‘<»+-^ .8in®0 sm^a 
jOii.trQuveraitde m6me 
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Mdn sin^ 6cos*a 

~ . ^ 

l“9cos®6i + — . cos®9«+-^.sin‘^9sm^f«) 
ciBdiii sm^S sin^a 

sia“^4--^»cos9*4- -^.sin^Seos^iy 

On pent, avant aieme d’integrer ces expressions, en 
de'duire plusieurs proprietes importantes relativeraent 
aux attractions des ellipsoides. 

Les inte'grations indiquees etant independantes 
des coordonnees a, h, c du point attire, on voit que 
I’attraction qu’exerce le spheroide parallelement k 
I’axe des x est la nieme pour tons les points situe's 
dans nn meme plan perpendiculaire a cet axe. II en 
est de meme relativeraent aux axes des^ et des z; 
d’oii Ton pent conclure generalement que les attrac- 
tions de Tellipsoide sur les points places sur une m^me 
ligne droite, passant par I’origine des coordonnees, 
sont proportionnelles a leur eloignement de son 
centre. 

Si Ton divise respectivement para, c les trois 
quantites A, B, C, et qu’ensuite on les ajoute, on 
trouve 

^-4-^-1-^= 2.yHGdft)sin0, 



les integrales devant ^tre prises depuis 0 = o jusqu’a 
0 == Tf, et depuis ia = o jusqu’a cd = -tt. On trouve 
entre ces limites dco sin0= stt ; on aura done 


A. 

a 


+ 7-r::' 


4^. 



22.. 
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On a d’ailleurs, n* i y 


^ — k 

' da ~~ ’ 


cN 
■ db‘ 


TK ^ -C- 

:JJ, — U, 


dc 


et d’aprcs la forme des valeurs de A , B , C, il est 
evident qu’on aura 


d^Y _ 
da'-^' 


■ d0<^ 


B 

'•1>> 


dc’^ 


requation (g) devient done ainsi 


da""*' 


cib^ dc^ 


: — I^TT, 


equation qui verifie pour les ellipsdicles I’equa- 
tion (2j du n“ 3 , qui s’applique generalement a 

des spherdides quelconques. i * b r 

On pent observer encore que les valeurs de A, J5, L. 

ne covenant <iue les quantiles , ces valeuis ue 

TatieKmt pas. quels que soient les ttois axes du sphe- 
roicle, pourvu quils aient entre eux les monies lap- 
TDorts. Or , les rapports des trois axes delcrmment sun- 
pleutcnl los excenficites dc rcllipsoMe : on pent done 
L conclure que tons les eUipsoides decnls des raemes 
foyers exercent sur les points interieurs des attractions 
Morales. 11 suit de la que si Ton suppose le splieroide 
compose d’une suite de couches concentriques et 
serablables, Vaction des couches superieures au point 
attire sera nulle j d’oii vesulte le theorhne suivant, 
qui n est qu’une extension dc celm que nous avxons 
?rouve n° 19. relativemcnt h la sphere ; 

Tin point place au dedans d’une CQuche elliptique, 
dont la surface inte'rieure et la surface exterieure 
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sont semblahles et semhlablement placees , est ega-- 
lenient attire de toutes parts. 

9. Occupons-nous maintenant de I’integration la 
valeur de A- Si Ton integre d'abord par rapport a <» 
depuis ct)z=zo jusqu’a et qu’on suppose 

COS^94“^* sm*6=:772, COS“6 + “ - slu® 0 = W, 


on aura 


. cos* 6 /'i 

A.=:2a , I I — : r--— z=2a7r./ 

J J m cos -4- n sin « J 


’^dBsmScos^S 


V/ ihn 

En remeltant done pour m et leurs valeurs, on iiura 
2 arji'lL" / " ^?(9sin cos®9 


A 


jni" p 

" }s/'^ 




Cette derniere integrale doit s’etendre depuis 6=o 
jusqu’a G=7r, ce qui revient a la prendre depuis 6=o 
jusqu’a Ssag-Tf, el a doubler le vesultat. Si Ton sup- 
pose done cos 0 = Xf et qu’on nomine M la masse de 

I’eHipsoide , ce qui donne M=y et par con- 

, ^ 4;r.A'A" 3M 

sequent > on aura 



I’intc'grale relative a x deyant etre prise depuis 
jcE=o jusqu’a .x= I . 

On pourrait, en integrant les valeurs de B et C, 
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n° 8 , les reduire de meme a de simples quadra- 
tures, raais il est plus simple de deduire immediate- 
mei»t leurs valeurs de I’expressiou prece'dente de A. 
Pourcela, il sufSt de reniarquer que I’onpeut regar- 
der A comnie une fonction de a et des Irois demi-axes 
A, la! , K' de lellipsoide; B sera par consequent une 
fonction seniblable de h et des trois demi-axes h', h, h"-, 
et il en sera de meme de C , qui sera une pareille 
fonction de c et des trois demi-axes A", K, h. On 
aura done les expressions de B et C par une simple 
permutation des lettres a, h, h', W dans I’cxpression 
de A. On trouve ainsi 



ces expressions devant ^tre prises, comme cello 
do A , depuis x-=.o jusqu’a i . 

On peutdonner aux valeurs de A, B, C, une forme 
particuliere qu’il est bon de connaitre, Faisons, pour 
abreger, 


— A* 


A"" - 


/i“ 






et supposons ensuite dans la valeur de B, 


h'y 

h * 


et dans la valeur de C 
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X 


h I 

les expressions trouvees pour A, B, C, deviendront 


A: 

B: 


3 aM 

3&M 

A=* 


M r x'dx 

J \/ 1 4 - \/ 1 + ' 

z’ 

J ( 

fvi 


3 cM 


I + . y' 1 

z'dz 


+ xV.(i+x'‘z*)» 


Les integrales relatives a / et a « doivent etre prises 
dans les mernes liraites que les integrales relatives 
a oc, pxiisqu’en effet la supposition de a:=o donne a 
la fois j'=o et z=o, et que la supposition de x — x 
donne y—x et z= i , on pent done dans B et C 
changer, si Ton veut, / et z en a?, d’ou il suit que , 
si Ton fait 



x^dx 

I *+- I + ^ 


■ } 


on aura, pour determiner A, B, C, ces formules 
tres simples : 

. 3aM -r x> SiM d.xL ^ 3cM c^.a'L 
A— -^.E, J 3 W'~dr' ^^~ 7 ir ' ~d 7 ~" 


Ces formules s’etendent ax?x points situes sur la sur- 
face du spheroide ; car il suffit , pour y avpiir dgard , 
de supposer r=r' dans les expressions de A, B, C, 
ce qui ne change rien h leur forme. * 

10. La determination des attractions qu’exerce un 
ellipso’ide homogene sur les points intdrieurSjet sur les 
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points de sa surface, ne depend done plus que de la 
valeur de la fonction L; mais I’integration qu’elle 
exige ne pent etre obtenue sous forme finie par les 
methodes connues, que dans deux cas particullers , 
celui oil les quantites A et X' sont dgales entre elles, 
et celui ou Tune de ces quantiles est iiulle : dans I’un 
et I’autre cas , deux des trois demi-axes A, h' , //', sont 
egaux enti’e eux, etl’ellipso'ide est de revolution au- 
tour du troisieme. 

Supposons que h soil le plus petit des trois demi- 
axes du sphei’o'ide , et faisQns d’abord A=A% ce c[ui 
donne Le corps attirant est alors un ellip- 

sbide aplati vers les poles, dont h estle demi-axe de 
revolution j pa aura dans ce cas 



x^dx 


I 

3? 


. (A — arc . tang A) . 


Si I’on differencie par rapport a A la valeifr de L , 
n° 9 , et qu’on fasse A£=3A^ apres la differenciation, 
on trouve 


aJ.AE r 

rfA J (i + A-ar'*)* 


= (arc. tang 



Les atti'actions de rellipso'ide de revolution aplati 
vers les p6les seront done determinees par les Ibr- 
mules suivantes : 


3aM 






arc . tang A) , 




X+A*)’ 

rrrO- 
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Supposons maintenant A — o, ce qui donne 
Dans ce cas, ^'est le denii-axe de revolution du sphe- 
roide , et Ton a 


=/■ 


x’^dx 

2 A' 


= “3 + log.(x+ l/i4-A»)]. 


. (a + v/ 1 + A“) ^ r+iJ' 


On aura done pour les attractions de I’ellipso'ide de 
revolution allonge vei's les p61es 

3flM 

a/i^A^ 

36M n 


A=^^.[..i/r+r-_i«g.CA^ v/7+r-j]. 
B=““.[,og.(.+ v'rTT=)-^J- (B) 


A- 

C= [a. \/l + a" — log . (a + v/l + A“)]. 

2/r.A'’ 


Si les conditions pre'ce'dentes ne sont pas remplles, 
il est impossible d’obtenir d’une maniere rigoureuse 
les valeurs de A, B, C; mais lorsque Telllpsoide s’e- 
loigne peu de la figure do la sphere, Act A^ devlen- 
nentdetrfespetitesquantlt^s; on pourra reduire alors 
lafonction L en serie convergente , dontchaque temie 
soit integrable , et Ton dc'terminera de celte maniere 
les attractions du spherdide , avec le degre de pre- 
cision qu’on jugera convenable. 

X I . Considerons maintenant le cas ou le point attird 
est exterieur au splieroide. Nous avons vu que le ra- 
dical qui entre dans les expressions diflerentielles (/) 
de scs atti'actions , opposait alors un obstacle invin- 
cible a leur integration. Plusieurs grands ge'ometres 
avaient en vain epuise toutes les ressources de I’Ana- 
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lyse pour surnionter celte difficulte, lorsque la de- 
couverte, due a M. Ivorj, d’une propriete remar^ 
quable des ellipsoides decrits des memes foyers, I’a 
fait enfin entierement disparaitre. 

Void 1 enonce de cette propriele , qu’on. peut re— 
garder comme uu beau theoreme de Mecanique : Si 
Lon nomme points correspondans , les points pris sur 
la surface de deux ellipsoides decrits d§s mgines 
fojers, de maniere que leurs coordonnees , respecti- 
vement paralleles aux trois axes principaux de ces 
corpi, soient entref elles comme ces axes, les attrac- 
tions qu exerceront, parallelement d chaque axe, ces 
ellipsoides sur les points correspondans de leurs sur- 
faces, seront entre elles comme les produits des deux 
autres axes. 

En effet^ soit M le premier ellipsoide , et A I’at- 
traction qu il exerce paralldement k I’axe des x sur 
le point dont les coordonnees sont a, b, c; desi- 
•guons par.M' le second sphdoide, et par A' I’at- 
traclion qu’il exerce dans la meme direction sur le 
point dont les coordonne'es sont a', b', c' on aura, 
n'G, 

■ ■?)' 
en supposant pour abreger, 

fF= V (a+*/+(6-j)“+(c-ay, //= \^{a'+x;f+ib'-yY+{c’-z'y, 
d- et — , designant les valeurs de la variable x, 
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qui se rapportent a la surface de M , et -f* x' ^ et — x' , 
les valeurs de la variable x' relatives a la surface 
de M'. 

Soil , comnie precedemment , 

4- ^=1, (A) 

I’equation de la premiere de ces surfaces ; il faudrait, 
pour achever I’integratiou de I’expression de A , subs- 
lituer dans et / les valeurs de x qui re'sultent de 
cette equation ; mais cette operation ne nous con- 
duirait a rien j on peut au contraire, par une trans- 
formation ingenieuse des coordonnees , arriver tres 
simplement au theoreme que nous nous proposons 
de dernontrer. Pouf cela , aux trois variables x,j',z, 
qui sont lie'es entre elles par I’equation (A) , on en 
substituera deux autres independantes entre elles; on 
fera , par exemple , 

x^—hsinp, cos p , z szzk" cosp cosq ; 

et Ton voit en effef , en mettant ces valeurs a la place 
de x^f, z dans I’e'quation (k), qu'il n’en resulte 
aucune equation de condition entre les nouvelles 
variables p el q. 

D’apres les formules connues pour la tranforma- 
tion des variables dans les integrales doubles , on a 
generalement , 

j j /dy da dy da\ , , 

Les valeurs precedcntes de / et z donnent 
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^ — yw sin V cos V 

dp dq dq dp ‘ * 

On aura done, en vertu de la formule generale , 

dy dz — h'li!’ .$iQp cosp dpdq , 

et par consequent 


A = h'h" .ff dp dqsio. p cos P ■{“ — ")• 

On etendra les integrales a la masse entiei'e du 
sphe'rdide M, en prenant celle qui se rapporle a p 
depuis p — o jusqu’a p = 7 r, et celle qui se rappoi’te 
a 9 'depuisy=ojusqu’a q=='7C; car il est evident qu’en 
donnant aux angles petq toutes les valeurs comprises 
enlfe O et i8o°, les variables^ et z prendront toutes 
les valeurs comprises entre -f- et — h' d’une part, 
et entre +^"61 — W de I’autre, e’est-a-dire tous les 
couples de valeurs qui correspondent aux diflferens 
points de I’ellipsoide. 

Soient niaintenant k, ¥, k" les trois demi-axes du 
second ellipso'ide M', qui se rapportent respeclivc- 
ment aux axes des x', des j' et des z', I’equation de 
sa surface sera 

le ^ k'<‘^ ft"*— " 

et si I’on fait 


x'lZzsksinp , y =sk' cospsiaq, z' = A''cos;?cos^, 
on aura , par I’analyse precedente , 
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A'= FA' .ffdpd(] sin p cos p. j , 

les integrales deyant etre prises depuis p — o jusgu’a 
pz=.7r , et depuis <7 = o jusqu’a q-=' 7 { , c’est-a-dii'e 
dans les memes limites que celles qui se rapportent a 
la valeur dc A. 

Comparons maintenant les attractions exercees par 
les deux Iplieroides Met M', ce qui se borne a com- 
parer entre elles les valeurs de j» et de et celles de 
et f>\. Si Ton developpe les deux premieres quantile's, 
et qu’on substitue pour /, z, et pour x '^ , y, z', 
leurs valeurs , on aura 

— a . (aft sinp + bh’ cosp sinq +ch" cosjo cosq) 

-f Zi* sin’p 4- h'^ cos“p sin”^ + hP’*^os'‘p Qos^q , 

+b'‘+c'‘ — 2 .(_a'ks\np-i-b'i!'cosps\nq + c'k"cospcosq) 
-f shfp -f /{'“cos'p sm®p cosp“ cos*qf. 

Si Ton retranebe ces deux expressions Tune de 
Tautre, cn observant que les points detennines par 
les coordonnees a, b, c et a', b', d sont des points 
correspondans , et que, d’apr^s la definition que nous 

avons donnee , on a 

a A b k^ 

a' — h’ y — h' ’ c' A" ' 

que Ton remarque en outre quo les deux elllpsoides 
M et M' ay ant memes foyers, si Ton nonime e et d 
leurs excentricites communes, on a 




F* =A*4-e*, 

A"*=3A*+e'% 



356 TH^ORIE ANALYTIQUE 

d’oii Ton tire 


h'^ — k'^ = h"^ — F* 

on aura simplement 


C - 


Si Ton suppose, comme nous le faisons, que le point 
dont les coordonnees sont a' , ¥ , d est situe sur I’el- 
lipsoideM, le second membre de cette equation sera 
nul, et Ton aura identiquement / = p', independam- 
ment de toute valeur donne'e aux angles p et q. On 
trouverait, par la meme analyse, /, = f ,, et I’ex- 
pression de A' deviendra par conse'quent 


A' = .ff dp dq sin p cos p.(~, — 0- 


En rapprocliant cette expression de celle de A, on 
vpit que , quelle que soit la valeur des integrates in- 
diquees, on aura 



On aurait de meme , relativeriient aux attractions 
qu’exercent M et M' suivant les axes desy et des a. 


B = -- B' 


et par conse'quent 



C__M' ... 

A' k'k'” K C' — F/?* W 


Ces e'quatiohs renfennentle tlie'oreme que nous avous 
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enoace, et dont la mecanique cdleste est redevable a 
M. Ivory. 

1 2. II est important d’observer que les e'quations (A) 
subsistent quelle que. soit la fonctiou des distances 
qui exprime la loi d’attraction. En effet, la valeur de 
A , apres I’inte'gration relative a x, prendra toujours 
Cette forme , 

1 

A=ffRdj-dz —f/K dydz, 

R etant une fonctiou donnee de laquautite f, et R'une 
fonction semblable de f. Or, Tanalyse du numero 
precedent ne s’appuie que sur la forme des quantites p 
et f' , et elle est independante de celle des functions 
R et R'. II en serait de meme des quantite's B et C, 
Le beau the'oreme enonce n® 1 1 , et qui elablit les 
relations qui existent entre les attractions qu’exercent 
les ellipsdides homogenes sur les points situes a I’in- 
terieur ou a I’exterieur de leurs surfaces , a done 
lieu pour toutes les lois d’attraction possibles. Si 
Ton suppose que les deux ellipsoides se reduisent k 
des spheres coucentriques , il en resulte que V attrac- 
tion de la grande sphere sur,un point place d la 
surface de la petite, est a V attraction de la petite 
sphere, sur un point place a la surface de la grande, 
comme les Carre's des rayons de ces dense spheres^ 
ou comme la surface de la sphere exterieure est d la 
surface de la . sphere inte'rieure. Soient done r et 
les rayons de ces deux spheres, A et A' les attrac- 
tions qu’elles exercent respectivement sur les points 
de leurs surfaces, on aura 
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equation qui donnera I’attraction de la sphere sur 
un point exte'rieur lorsque I’atlraction sur un point 
interieur sera connue, etreciproquemenl, quelle que 
soit la loi d’attraction. 

Dans le cas de I’attraction en raison inverse du 
carre des distances, A' exprimant Taction de la 
sphere dont le rayon est sur un point ext^rieur, 
on a, n° 5, 



on aura done A = | . pour Taction de la grande 
sphere sur les points inte'rieurs. Cette expression 
e'tant inde'pendante du rayon r de cette sphere, on 
en peut conclure que les points places dans Tinte- 
rieur d’une couche spherique sont egalement attires 
de toutes parfsi R^iproquement, pour que cette 
proprie'te suhsiste, il faut que A soit une fonction 
independante de r ; on a alors 



H etant une comstante par rapport h r, e’est-h-dire 
que, dans ce cas, Tattraction de la sphere sur les 
points exte'rieurs est reciproque au carre de leurs 
distances a son centre, ce qui exige ne'cessairement 
que la meme loi s’observe par rapport a chacun de 
siasj eletnens. La hi de la nature est done la seule 
dans laquelle une couche sphdrique rCaura axicune 
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actwn mr les points, interieurs , et la ^euh (tussi dans 
laqi^lle cette couche attire les points exterieurs^ 
comme si toute sa masse dtait reunie d son centre. 

1 3 . V oyons maintenant comment pn, peat ftiire serr 
virle theoreme que nous Tenons de demontper 11“ u, 
a la deteifminatioi\ des attractions des spheroides ellip- 
tiques sul- les points exterieurs a leurs surfaces. Soiept 
' a, h, c |es coordonnees du point attire, que nous 
supposons situe gp dehors, de rellipsoide M; iraagi- 
nons qp iftcwYielellipsoide^yfeiljdeMjm^mfis foyers 
que M , et dont la surface passe par ce paipt : qes 
oonditiops spfilront pour de'terminer le second sp'he- 
rpide , et d n’y ep aura qu’up seul qui pourra y sa- 
tisfaire. En effet, soient k, k', k% les trois danaii 
axes de M' respectivemept pajrallMes apx a?:es des x, 
des j" et des 2; cet ellifsoide ayant les m^mes foyers 
que le premier , si I’on nomme e et d les excentricites 
de ses sections principales , on aura 

et I’equation de la surface de M' sera 

— I i 

/£“ ' ’* * ■ 

Puisque le point attire est sitqe sur cette supfoe®, 
les trois, coordonnees a, f? doivent satig^iye i I’e'- 
quation precedente ; on a par oonsdquent 










Cette equation est du sixieme degrd par rapport a k ; 
Tome II. 23 
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mais elle s’abaisse au troisifeme en faisant A:* = 
Elle a evidemment une racine reelle bomprise entre 
zero et I’infini; car, en supposant A: = o et 
on trouve deux resultats de signes contraires ; elle 
donnera done toujours une valeur reelle pour k, et Ton 
en conclura,»au moyen des equations (^),^des va- 
lours semblables pour k' et k". On voit d’ailieurs que 
le premier-membre de I’equation (re) de'erilt conti- 
nuellement a mesure que ^ augmente depuis ^ a='o 
jusqu’a A:=|- : d’ou il suit que cette equation n’a qu’une 
seule racine reelle. 

Cela pose, considerons sur Tellipsoide M le point 
dont les- coordoanees a'/, h', c' sont ddterminees par 
les equations 

f ah u hh' , , ch" 

^‘~F’ 


ce point ’■etaiit‘sitttd dans iTnterieiir ide I’ellipsoide 
]Vr, si Ton suppose ; 




A:* 


— A* 


A"*— P 


I — 9 




x^dx 




on aura, pour determiner les attractions qu’exerce 
sur lui ce spberoide^"'-' ... 


k'-. 


Za'W T Tj/ SPM" ^ ' Zc'W tiVL 

-.L, B — —5^3“ ■ 


¥ 


dx 


'y~-'w 


Si I’qn subsititue pour u', b', c' leurs; valeurs , et qu’on 
observe que M et M' etant les masses des deux ellip- 
soides 1 on a ; , ’ ^ j ' • * ^ , ! ’ ) ^ ^ ^ ^ 
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M = ^ . hh'W , M' = ^ . kk’k% 


ces formules donneront, eu vertudes equations {h), 
n° ir , 


A — ^ r u JaL 

A P|.L, 


C = 


3cM 

' 


dt./Ii 


(P) 


Ce sont les expressions des attractions qu’exerce 
I’ellipsoide M sur le point doat les ■ coordonnees 
sont a, b, c , la quantite k qu’elles renferment etant 
doane'e par Tequation (n) qu’on pent laettre sOus 
cette forme, t 


4k Les forniiules precedentes seirvifont a determiner 
les attractions de Tellipsoide sur les points exterieurs : 
on Toit qu’il sutEt d'y changer kenh pour les etendre 
aux points de la surface, et meme aux points inte- 
rieurs. 

Si I’ellipsoide etait d& r^oliitioh aiiiour ^e I’axe 
ah, on aurait (3 = e^ j requatioH' qui determine k 
deviendrait, en la divisanf par le fecteiir k-\-e, 


k *- — A:* . (a* 4- 4- c* — e“) — r <2*e* == o , 


et les formules (A) dun^rio donneraient ^ * 

A = . (X'-^afc; ' 

® = =1^3 -(^arc, tang 




aS.. 
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Enfin , dans le ^as de ‘rellipsoide de revolution al- 
longe vers les p 61 es , on aura e' = 0 ; par consequent 

e“)' Ve'*s=i-o 

et les foi'innles (B) du m^me numero donnerpnt 

■ ■ ' ■ " ' " L\'', -- - 

~ — log. (X-4-\/ 1 7 


— 

i 


’ |^1‘^§ 1' i) ~r? '^i!< iiitM 


•iff.; 


.t J iy?l • idg ^lh\^ |V(i rjr 


14. II rdsulte des formules (p) , que si Ton nomme 
MMa nsas&e id’uhi'nouvel ellipsoids i^ant les tndmes 





'r^rilVlT H.Jffki’*?! I* I /ae y, U ^ 

Ij /R 


» jwl 'luoii; R ria.'E loguKlIT) 'rji JTfluTJ rup^IpT 1 

en M ’dans les equations (py, iTou ron p^yit 
conclure qu’on aura, . , . . ’ . 

. .'I*. fi: ‘trr^nVfrf ;{> ; ,]«• 'M''.,;- '/ •. ' i**' 

c’est-^.fld»^#!i’-^(^f^B(ehdl^ deux 

ellipsoides jsgtfjBlAbles sur un paenie point exterieur 

co,r,f. '* f'i* ^inriol- : -d } 

sont entre cues comme leurs masses. 

Les trois ,d3}iaJ^^on^^ (^ I |^‘ 4 on»ent 

A A' B hhZ Bf/,,''C hh' C 

a ^iiEAT • 7 - 

Si ds^^ Tsecoads bnenSt^res 'de ',c€s' donations on 
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subsi|^1;a6poiar a, h, e lefurs valeuis n? r r,.etqu’«u ob- 
senre qtie le poiftt doiit les coordonneessont V yd 
dtant interieu*: au spheroide MV Oft'a= I 


on troT- 


£+!^4.e 


-+I+- 


Lpr , ' 


lenWe Ifes' atfraetidns-"<|ufeteii;^'’to-eUi^ homo- 
gene stii' les points ’dxterieuTs a surface. 

Si lO' Corps atrtifktft ii’etait' pas Homogene , mais 
seuletnent Cbiii|)Osd’ de ' cbiiclres i6Hiptiiipies de! pOsi^- 
tiou /d’ellij^ticttd et'de ya!i^^^esj «ti3va»t une 

loi ^uelconipie dii‘deiltre a la -slit^cC ,• bn ddtcrmine- 
rait, ' paif les ’ fondles 'precddentes: les attractions 
qu’exerceu't ■suf 'ub''pbint 'dbftiad lies' ueiix ellipsoides 
terxnin.es par les sui’faces interieures et exterieures 
de chacune de ces coucbes ; la difference de ces deux 
attractions sera dgale a Tattraction de la couche sur 
le m^me point, et Ton aura celfe qu’exerce le corps 
entier en prenant la somme de ces attractions par- 
tielles. 

1 5. On pent done regarder, comnac comple|e, la 
theorie des attractions des spheroides elliptiques. La 
seule chose qu’elle laisse encore a desirer, c’est la valeur 


finie de la fonction que nous avons d&ignde par L ; 
mais I’integration dont cette valeur depend est non- 
seulement impossible, comme nous I’avons dit, dans 
le cas general, par toutes les methodes counues; 
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elle rest encore en elle-meme, c’esl-a-dire que la 
Taleur de L ne saurait etre exprimee en termes finis 
par aucune fonction composee de quantiles alge- 
briques, logarithmiques, ou circulaires. 

Dans le chapitre suivant, nous nous occuperons 
de la theorie des attractions des spheroides/peu dif- 
ierens de la sphere. Ce probleme a d’abord|ete traite 
par d’Alembert, et, apres lui, par plttsienjA illustres 
geometres; mais c’est a Laplace qu’on en’doit la 
solution complete ; et les resultats auxquels il est par- 
venu, par leur fe'condite et par leur utilite, non- 
seulement dans la theorie du systeme du monde, mais 
encore dans une : foule de questions physico-mathe- 
matiques, telles quela theorie des fluides, celles de 
la chaleur , de relectricite et du magnetisme, doivent 
faire regarder.les travaux de cq^rand homme succe 
point important, k, , megapique celeste comme 
Tune d^.]^^j|)elJes,productiQjii,s 
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CHAPITRE III. 




‘Akractions des spMroides quelconques. 

..... i. j : ; -11. “ jii- „ ]■-<.<. . - ) ■ .'I 

i6.Sfou^ CQiiadcrerohs, dam cechapitre, les attrac- 
tioBS des spheroides quelcontjues , et er)^ particulier 
celles des spheroides qui s’ecarteBt peu de la figure 
de la sphere. Mais , au lieu de determiner immedia- 
tement les attractions que;ces,coips eScefcent suiyaqit 
une direction donnee, nous commencerons, par ch^- 
cher la valeur de la fonction qui exprime la somme 
deseleraens du sphe'rdide, divises respectivement par 
leur distance au point attire, et que nous avons de- 
signee par V, parce que cette fonction a la pro- 
priete de donner , par sa differentiation , les attrac- 
tions qu’exerce le sphdtoSde parallMement a line droite 
donnee , et que d’ailleurs c’est sous cette forme que 
se prdsentent, dans les equations de son equiiibre, 
les attractions mutuelles des molecules d’une qiap^so 
fluide homog^ne douee d’un mouvement de rqtali^, 
comme nous le verrons dans le chapitre si^j^^n|j . 

Reprenons done la valeur de V, 
abreger, faisons cosQ = cos G'=y=/tt,'^,Ql».awa 


=///^ 




dJ 


I A 
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retant le rajon mene de Torigine au point attire, 
6 Tangle coiiipris entre ce rayon et Tun quelconque 
des axes coordonnes, a Tangle que sa projection sur 
le plan des deux autrCs axes forme avec Tune de ces 
droites, et ^ a>' designant ce que devien-nent ces 

trois variables relativement a Telement dwfflu sphe- 
ro'ide. I 

Tiirt^gmtfoja de' la vafeit^e V k la 
naasse entiere du corps attirant, il faudra intdgrer rela- 
tmtnent a r'., depuis /==o jusqu’a V=R, R e'tant 
■iiine fonctiqn donnde de G^ ®t de cex^ qui exprime le 
;rayph vfeetteur dW jSoint queiconque de la surface du 
'atix integrafes relatives a et pt', 
telles.devront etre prises, d’apres ce qtte nous avons 
•dit n“:4^ depuis iw^=‘Oqusqu’a w^egala la cicconfo*- 
■reiiKe ^ dt;dep0^ , 

■plug »tteo oum 





(A) 


‘ssatis- 
!ei' ‘^i(iitit’_ atiii’d fera 


i^ktibn d^ 'cbriditfobi 

-feirb la ^ 

Ikt ^a^b' d ti ■ sJjheVoide. ' ^ ' 

Cofot&f' -'ifopb^le^ Teifdtssfob. 

WT ^dweinfeibrege'iiyrkfo, -bMig^; pdifr y 

parveffiT,'db 

ptoximation. Ou reduit F^xpt’ession de V en serie 
j^iPine eif- 


iJv^C fe degft d^^aMfu^b quW juge 
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convenable. Pour deyelopj>ej? I’^pr^sion; 4®. V . eu 
serie convergente, il faut distingaer deux cas, celui 
oil le point attire est exlerieur au spherdide, et celui 
oil il est situe dans I’interieur de ce Corps. Dans le 
' premier cas , on a /, et si Ton fait 

^ i 

F={r’— 1 — 1 — ^'^.cos(« — * 

On rediiira F en serie convergente > en ordoniKint 
son developperaent par rapport awi6.pT^aiaccs4^§~ 
cendantes der; on aananlii^ / ■.. / , ,.® 


' • “ Hh* ^ "4“ • . . • • *4- Pf . 


;i+i + etc. 


et il efet clair^ d’apres' la vaieur de F > que , Pi, . . . Pj 
sdnt des tfomtiohs.rationnelles et ^tien^ de |m. et de 
Vi — fz*4 cos(n)*-^ei)'). F -satisfait, par sa nature, It 
I'e'quatioft = 




C?|C6 




f rry\ 

. Sijl’on .riwnplace F parsa vaieur en seyie, qtqu’on 
egale -a z^ro les coeffiqiens des m^mes puissances 
de r, onaura, quel que soit i, , 


Si Ton substitue a la place du radical quli> atoms 
avons I’epresente par F, sa vaUur dans I'expression 
de V, elle prendra cette forme : 


.y^IS “'Ij ".r.- 



36a THSORIE ANALYTIQTIE 

et I’on aura generalement, quel que soit j, 

('i = fff fiVir'“^‘^dr'du'dcd’ , . 

les iategrales devant etre prises depuis d egal a zero 
jusqu’a sa valeut a la' surface du spheroide j I’int^grale 
relative a f/,', depuis i jusqu’a fA,'=—r ^ et I’inte- 
grale relative a. a', depuis a)'=o jusqu’a co\= 2 '^. 

Si le spbero'ide est homogeue , ■ rintegr'atiou rela- 
tive a d pourra toujours s’effectuer , et en oohuuaut R 
Ja valeur de d a la surface, on aura 


, V, = 

Supposdus maintenant le point attire dans I’intd- 
rieur du spheroide, on aura pour toutes les 

couches du spheroide qui enveloppent le point attire j 
el pour avoir une ^erie convergente, on reduira.F 
en une suite ascendante par rapport a r; on aura ainsi 

* 7 “h'l*! • 71 •*p' •75-- . . . . . + Pj. 


■etc. 


Les quantites P„ P,, etc. , etant les memes que ci- 
dessus, I’expression de V, en y sdbstituaftt cette va- 
leur, deviendra 


-a.. 


V=±s t'o •+• t»,r 4- vj* -f- etc. , ' - ■ - 

et Ton aura*, pour determiner gendralement v,, I’e- 
quation ; ■ j ' ■ 

Les iategrales relatives a d devant *(§tre, prises de— 
valeur.de d^ a la suMace du sphe- 
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roide, et les integrales relatives a jtef ' et s a' is>'' 4 snk‘ les 
m^mes limites que prec^emmenti • •"» • : 

Si Ton suppose, par exemple, le sj^hdroide hamoi- 
gene, ef qu’on designe par R et R' les valeurs i^e r' 
correspottdantes a la surface du spherdide et a la couche 
qui passe ^ar le point attire, on aura, en integrant 
par rapport a /•', 

= i^'ff (r^ “ jF^); 

Gonnaissant ainsi la partie de V relative aux cou- 
ches du spherdide qui enveloppent le point attire , on 
determinera comme precedemment la partie rela- 
tive aux autres couches, par rapport auxquelles le 
point attire est exterieur, et en les reunissant', on 
aura I’attraction qu’exerce sur lui le spherdide. 

17 . Toute la difSculte du developpement de V en 
serie se reduit done a former la valeur generale de Pj. 
Cette quantite est, cojnnie nous I’avons vu, une fonc- 
tion Jlinie du d^jeeiisdepet de .cos (a>— a'). 

On peut supposer par consequent P, de'veloppe en 
serie de cosinus de Tangle oa—^o)' et de ses multiples. 
Sdit K„ cos n {(a — on'') le lerme de cette suite qui de- 
j)end de cos ra(a)— a)'), K„ etant une fonction, de /a 
independante de , qu’il s’agit de de'terminer. Oljser- 
vonsd’abordqueleterme qui depend de cos72(a)'^1w') 
dans P, ne peut resulter que des puissances 
n- 1 - 4 , etc. , de cos (a; — *>') ; or cos(«»— ^a)') ayant pour 
facteur \/ 1 — /*•, il estclairque cosi'i^^^-na)') aura pour 

facteur(i — D’ailleurs F 4tant synaetrique parrap- 
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port a et a ces deux quantites doivent entrer 
de la meme roaniere dans obacun des termes de son 

developpement, d’ou [I’on pent conplure que K„ 

. ^ *1 • 

est de cette forme (i — (i — Ha; on aura • 
done ainsi 

A . ' - • a * 


En sorte que le terme general du developpement de 

n n 

Pj sera (i — cos «(« — ca''). Ha desi- 
gnant une fouctioM. de jm. donl il faut connaltre la 
forme;.: ;PijedeV(a*d satisfeire a ^equation aux diffe- 
rences partielles (C ) , si on lui substitue sa valeur 
precedente, la comparaison des cosinus qui 'depen- 
dent des m&nes multiples de a— ■<»' donnera Inequa- 
tion aiy^diSfOTencesiOrdinaires ; . . 





ft 

ou bien , en multipliant tons les termes par (i— 


-T= , % — 




D’ad^eurs 11 esf ppilc'Se^^ d’apres Ja cbngid'^ratioil 
dw. radical qi^ nous avions repte^epte paf T^^ qbe H„ 


JL 

est de cette forme : 

Uhl ■ .M.;. ■: ,:ilr:T; :, 

•jSftf=j4Qi!‘‘~“+ ff 

W{^B;'lffet^--si ‘ ’ - 


1 >! . 


'■/ -JU'M 
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et qu’on developpe F apres y avoir substitu^ cette 
valeur, on trouvera (pae le coefficient de dans ce . ! 
developpement , est de cette forme : 

''^oP‘+ qtc, 


Qn’on remplape maintenant p par sa valeur, ,^t 
qu’on isubstitue aux puissanceS de cos (» — «') leurs 
valeurs eji ^’assurera* 

sans peine que le coefficient de/jt — p,“)“ cosn(ffl- 7 ffl') 
a la'fbtiiie'qud ndtis ltd av^oiis , 

Sil^bn’^dbstittieia valelir de H„ dtosl’dqilatipp.(y^ 
et qu’Bii cb'effileifen^ desitn^ifites puis- 

sances de |W, on trouvera generaleipeii^ ‘ ''*j' '*• 



■ + (i — n — 


25 + 1 ^) 



^ i ‘ V 


En faisant sq^^siyei^ent ^ == t , s=s2, etc. , on 

etc. , 

au, .^F^|«ux,d£ AoV ainsi 

. , i„ V i : 

T-T— A r.-i-n ■■■ ("-") •(^-'^-0 . {i^n).{i-n-i).ii-n- 7 .).(i-n-^) , 


Ao est une fonction de pJ independante de /#; or, f* et 
p' 49 ivent -entreip -de 14 mentis mafiiere -d^s, l’«xpres- 
sion deFj, comme npus ravons,,y.u,pi|§ baut; on 
aura done . ■ ,‘ ; ; rf 
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2.(3i-l) 


2.4..(2j-l).(2^3) 


■ 0 — ^ * 

(i-n).(i- 7 i-i).(t- 7 i- 2 ).(i-n- 3 ).(i-n- 4 ).(z-n- 5 ) ^ 

2.4.6.(2i-i),(2z-3).(2i-S) 

et par consequent / 






xQc'‘-“. 


2.(a£— l) 

(i-w).(r--72~i) 

5t.(2Z-l) 


+ etc. 


■] 


+ etc 


]. 



jS„ etant une qpapti|e inde'pendante de /a et de 
et.qui pay consequent ne peut etre qu’un coefficient 
rfuttierique. II ne reste plus qu’a determiner ce coef- 
ficient. 

Pour j parvenir, observons que si f — n est un 
nombre paif, Ja yalfiur de H„ contiendra un terme 
independant de ju et de et en ne cbnsidet^jlnt que 
ce terin4> On aura . , , : 


g [l .2.3. . .(z-»)]*l 

[2.4...(i— l).(2Z 3)...(z-f-aV»)? 

/SW.[i .3.5...(z — n — i). 1 .3.5.:.(i+n-j-i)] 

[1.3,5.''. .(2i — 1)]“ • 

Si n. : est ^r|i'Bombfe impair, , la valeur de H, 
contienqra un terme dependant des premieres puis- 
sances de ft ^ |u', et en n’ayant egard qu’A ce terme, 


on aura 


[2.4. . 1 (i— 'ra— Y) ."(lii— 1 j,(2^— 3 ) ■ (ziniaj]* 

"o; • ■ 5- 5. i'xs : ' 




[i .3,5, , . ( 24 — 1 )]* 
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Comparons ces valeurs a celles qui resultent direc- 
tement du. developpement du I'adical F. Eu negli- 
geant les carres et les puissances superieures de fx 
et de [x'f on s. 


f 27 ’/cos(« — [ r* — 27-i-'cos(a> — 

Le premier terme de cette valeur renferme toute 
la partie de F iudependaute de fx et de et le second 
toute la partie qui ne- depend que de la premiere 
puissance de ces variables. .De'veloppons les deux ra- 
dicaux par la me'lhode que nous avons d^ja empldye'e 
n* 5o, livre 11. Si Tom nomme c le nombre dontle 
logaritbme hyperbolique est I’unite , et qu’on subs- 
titue pour cos (<» — <s)') sa' valeur en exponentielles 

imaginaires , le radical [r* — 2 /’/cos(ft) ~ co') + '' 
pourra etre mis sous cette forme 


*: . (r— * - 

Si Ton developpe le? (|dus facteurs de cette expres- 
sion, qu'qn multiplie ensuite I’une par Fautre les se- 
ries re'sultantes , on trouvera aisement que le coefii- 

cient de.^,.(^— ^ — ou ^ 


^-+■1 


C0S72(rW'— 0 )'), est e'gal li 



1.3.5. . . (^4* /t— 0 . 1 * 3.5. . . (z — n — i) 

C’est la yaleur de II. dansle e^s oii' i— « est pair, 
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et o^l Ton suppose /a==o et/*^=oj ea la compa- 
rant a I'a valeur trouv^e plus hapt, on a i 

a - r i.3.5...(3t— Q -l* 4; > ) 

'L.i.2.3 i J * (^+i).(i+2) (^+”)' 

n ne faut prendre que la moitie de ce coefficient , 
dans le cas on n=:=oj on a,alors 


Llr2.3. .,.^”2 J ' 




Op tpouye^a 4^! pxauifvp que le coefficient de 

'jh’. 


/€Qsn'(a)'^io') dans F, est . . 


I 1 • 3 • 5.* • f (x ?®') r X. • 3 • 5 » • • ? 

'jTiTeTTTcj+n — i)^a*4»6p* .(i— n— i)' 

Cest la valeur de H,i/ €St i et 

qaou^ tie^lAge les carres et Ips pui^aees sm^enenres 
de /Jj Sells que nous ayons 

troiivee plus haut, dans le meme cas, on a 

■n < * pl.3.5...(2i — 1)1* 

^ '..ip Sjjij'r: :-,!«!»; i.-jayutn; tO . ■ '.Ir.i.Uji n 

Ainsi rex|«£Sfi^j^ .^u' la nxeme ^ans le cas 
die '^raf pair et dans ie cas de i— n impjiiri. 

71 = o, on aura, comme pre'cedemment, 

■■ > ! , 0-- 

Q n 3>5--- (at-— i)"! 

^ U.2,3,,.,,,..i J: 

En substituant pdtir: j$„ sa valeiir dans I’equa- 
tkwj , on aura la yaleufl g4ften|le,4q If*- 
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1 8. A-vaat d’aller plua'loia , nou§ jS||9S!S|4epionti'eiF 
une propriete remarquable de$ |6ncti<)pSji4e.l;P^p|!,?9 
de celles que nous avons designees par Pj , et qui 
nous sera utile dans, les recherches suivantes. Sdient 
Y, et Z„ deux fonctions'rationnelles et entiefrel de 
At, v/i* — /t*.sinc!) et v/i — ;M.“.cosctf , quisatisfont 
a I’equation (C), on aura generalernent, i et'ant 
suppose different de ra. 


f fy^^Ziad/Mla =i O ,l , . . 

, . , , 4 " ' ;■ I* ' I'V "‘'4'' ‘ .•’* t ■4.:., i. i ‘ 

les integrates fetant prises depuis ju =^ — i jusiju^a 
At = i, et depuis co=o jusqu’a &> = stt. 

En efifet, par la definition ni^rae des fonations 
Y, et Z„, on aura 


dti ■ 




^ tj} 




Ui 


df. , , ' Ur "' 

_ ^ _p. _ ^ , )Y, = O , . 

La JlAtidnfr'; • fed' Ik’ ^ff altifiliknf |feV 

Z^djj.dc 6 , donnera , \ . - 


/v.-n'L 


rc d (!—/«*) ^ 


p4 

rstWim 


1— («» 


La seconde des dqfiationW (o) fbiMiii^tt fcftte eijoa 
tibn- semblabJe. Si< I’on reWanch#f ftil^ lidi^t TaWin 


Tome II. 
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qu’on '©b^We qu’eii integrant 
|56latiYfefal^iit On a 


'rZ». 


Ijl'.-HF 




^ 4^1 1 :K j rrr 


j. ‘'•(-''>■5 : 




1 ^ 


dfA 

quantite qui se reduit a zero 'lorsque les integrales 
sont prises depuis J f^=: i. 

Qu’on observe de meme qu"ea infegrariit relative- 

ui > -- v> . * 

o* /%> /^n * 


a cy , on a 

tM i, la^' 


» m 




■:.( 

do,'- 


quantite qui se reduit encore a zero lorsque les 
integtsiles sont prises depuis ffli=o jusqu’a as=327r, 

les vafeurs de ^ , sont les 

memel a <» deux limites : on trOTweiS*^""' ’ ' ' 

Qjj|j ^i dpijc gweralejuent, si n est diflfe'rent de 


J'S-lLYI.f/.dce 



^2 et j 8 s’appliquent a 
quelcbn<pji,eljj rioiis aliens considerer 
presentement en j^rlicet]|e^ les spheroides tres pen dif- 
ferens de et ^e|er£niner les fonctions Vo» 

V, , ptc. , Vof ^1} eicr, relati^ment a ces sphe'roides. 
Si^^SOq§ ;M?£^i|»e»>die k 

eatt«-{ soil /f?le.i^jkiW.m©ne do 
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I’orlgine des r a la surface da spberoide j on aura 
/“'==: a (i a etant un tres petit coefficierxt 

constant dont on peut negliger le carre et les puis- 
sances supdrieures , etj' une fonction de sinus et do- 
sinus de 6' et a', qui determine la position du rajdii 
r' et qtri, depend de la nature du spheroidie. On a ge- 
neralement pour un point exterieur 

En substituant dans cette forniule pour r'^ sa valeur 
prdcedenta et negligd&nt le.% quantitdsde I’ordre a*, 
on aura 

On a d’ailleurs generalenaent , par ae qui a ete de- 
montre n’ i8, i ^taat different de zero, 

on aura done simplerhent 

' , i ■ ■ ■ ’ , , , 

m ty, P.=:f, et Tiw^^e 
relative a w' devant ^W^ppise <Jepuis 
a^xjTy Celle qui ^ rapporte 4^', dep)4^^':^’i 
jusqu’a /!*'=: — I , -on trouve 

« • 



37a TH]fiORIE ANALYTIQUE 

d’ou Von voit que dans Vexpression de Y la quantite 

V, sera egale a , plus a une tres petite quantite 

de I’ordre a, et toutes lesautres quantites v,, v, seront 
tres petites du.meme ordre. 

Supposons generaleraent - 

= u, , 

on aura 

V, = -f- 

On aura done, poor Vexpression de V relative a un 
point exterieur, . , 


3r 


'+ * . (u.. + u. .: + u., i + etc. ) («) 


' Cotisid^rons Vattractioa du spberoide 

sur les poiaW^wtdHeto^vOri^a gen^raJement'dai^s ce 
cas • 

' ’ V ‘ \ 

rrrVidrdftda 

Supposons que V represenle I'attraction de la conche 
dont le rayon de la sur&ce exfeic’ieure est R', et dont 
la surface interieure est celle de la sphere du rayon 
‘jrfl en 'est rdpaisseur db cette touche. 

integrant dShi 'ces liAiffes la valeur preeddente , 
*oa aura 

E*-* ' 

en bhservAntf (|ue I’bn a, pir ce qui precede. 
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ff^df^'dco' o. 

Si I’oa substitue dans celte expression a(i-f-cei^') 
a la place de R', et qu’on rejette les termes qui s’e- 
vanouissent par I’integration, ainsi que ceux qui sont 
du second ordre , par rapport a ct , la valeur de t', 
deviendra 


on aura done 

* 

V =«•« .(U,4-U.. ^ -hU..^; + etc.) 

Telle est I’expressipn de Valtraclion de la conebe donf 
I’dpaisseur est aa.j' sur le point attire ; en y joignant 
la valeur de V relative a I’action de la sphere dont 
le rayon est a sur le m^me point, on aura I’attrac- 
tion enliere qu’exerce sur lui le spbdroide. Or, le 
point attir^ est , par hypolhese , situe dkns I’intdradur 
de la sphere et a nne distance r de soft eeftlre J bn aura 
done, n" 5 , - 

2 :Tr° 

T"' 


V 


■j.7rar 


el en reunissant les deux parties de V, on apfe^,^d- 
nei^lettteftt , re^at^Vetne^^t aux ifTOints iat#l^i(i||y'aU 
sphe'roide , 


:ai7ra* 


2 wr’ 


f *5 j I 




Ijesformulfs (a) et (^>).Yenfer««iftt ;tou*t« .k ;theo-^ 
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rie des attractions des spherdides honiogenes tres 
pen difierens de la sphere. En differenciant la pre- 
miere par i*apport a r, on aura 


dr 





C’est I’attraction qu’excerce suivant le rayon r le 
spheroide snr un point exte'rieur. Le prepiier terme 
de cette valeur exprime , comme on voit, I’attraction 
de la sphere dont ie rayon est a ; les termes suivans 
sont de I’ordre a. Les deux autres composantes de 
I’attraction, -d^ spheroide seraient du m4me ordre , 
en sorte qu’aux quantites pres de I’ordre du carre de 
« , Taction totale du corps sur le point attird est 

repreSentee pap — 

Si le qtjirdetait ^ ,1a surface duspte- 

roide, op aqa'ait <?;(i f4^oyc), en designant par 
j" ce que devient y quand on y change et on' en 
a. On aura done alors, en ne'gligeant les quan- 
tites de Tordre a* , 


Y 4®'®’ 


g .(ir— a6y)-d-o*a.(Uo-f-U,-l-Ua-|-etc.)] 


20 . Ce cas nierite une attention parliculiere , parce 
p^urle? points plae^ ada suffaced«8<Sfdt6- 
roides peu difFerens de la sphere, une relation im- 
poi»tkitdeBtee'la’ fonction V et sA (Kfiferetitielle , qni 
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peal souTeat facilitprrla feche^daie de teiira lattra^ 
tions. Pour demontrer cette propri^e^ ureprenoos 
rexpression generale V : 


S/ — 2 r/ . 


r^dr dfA Aa> 


I — V I — ^'^C05{a — A»')+/''‘ 


Supposons C[ae le spheroide soit tres peu different 
de la sphere dont rayon e$t a, et q^ii est decrite 
du m6me centre; soit r'z=ta (i •^aj''y\e rayon mene a 
la surface du spjieroide , <t etant une tres petite qoan- 
tit^ dout on neglige le carre et les puissahces su- 
perieures, II est clair qufe Ton pourra regarder la 
fonction V comtne composee de deux parties : I’une 

relative k la sphere du rayon et qui est egale a > 

Tautre relative h. Texcks du splierdidc sur la spkere^ 
et que nous designerons par u. On aura done ainsi 



u 

d 


et I’actiou qu’exerce le sph^roide sur le point attire 
sera ; ■ , , ' 


/ciV\ ^ 4^«* du - 

' , X^J — , d?\ ,, , , 

Si I'on multiplBe f^r <^4tte ^cbhd'e bquafe^^et 
qu’on la retranche de la premiere, on aurt ****®^ ' 


V-f-ar 


dV 
• d7 



Mamtenant soit dm une des molecules 
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<iu spheroide sur la sphere, et f sa. distance au poitlt 
attire' ; cm aura 



on aura done 



Si le point attire est a la surface du spheroide, on 
a r==a(i 4 - aj'), en d&lgnaht par j ce que devientj^' 
lofsque jti' et ct>' deviennent fc, et a; mais comme u 
du 

et ^ sont de I’ordre a, et que nous negligeons Its 

quantites.de I’ordre a* , il sufBrade faire r = a dans 
'Nquation precedente 'j on aura done V la surface du 
sphiifO'ide ' ’ 



Or, on a generalement y= — 2arj/+r*, en 
designant par ^ le cosinns de jl’angle que forme le 
rayon ?•' avec la 'th'oite ilienee du centre du sph^ 
roide au poiqit af^ire, pu, ,ce qui ijeyient au m^e, 
en faisant 


yz=:fjc,fjL'-\- v/ 1— cos (a — -a'). 

De la on peut conclure aispn^ent , par la diffeyen- 

'tiation,'*' ' " ' ' ' ' ' 
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I , f /•* — 


Ell observarit done qtie dm' designant Tun des ele- 
niens de Fexces du spheroide sur la Ksphere , on a 

dni^ ~ ^r^df/dcd’ a^ctydfjJdco f on aura 


, du • rr{i^—a^')yd(^'doi' . v 

T ■ W 

Ijaquantite renfermee sous le signe integral devient 
nulle lorsque Ton suppose r=a, e’est-Wire quand 
le point attire est a la surface du splu^ro'ide , a raoins 
cependant quey ne se reduise en meme temps a ze'ro. 
Ory est nul lorsqu’on y suppose a la fois > = i et 
r=a, I’integrale pi’ccedente devant etre prise entre 
les limites > = 1 et ^ = — i ; il est done necessaire 
de savoir ce qu’elle devient dans le premier cas. Si 
k’s integrations etaient effectuees, le facteur com- 
mun au nume'rateur et au ddnominateur de la fonc- 

tion disparaitrait, et il serai I facile 

ensuite d’avoir sa vraie valeur correspondanle a I’liy- 
pothese de r-=.a; mais conuue la forme dela fonc- 
tion y' est generalement inconnue, il faul y parveuir 
independammenl de cette inldgratiop. Ypiei, pour 
cela un proce'de Ires , simple. Supposons en general 
/=y(y, 0)'); il est clair que le second membre dc. 
I’equation (e) ‘devient nul, lorsque r = a, pour 
toute.s les valeurs de jj! et de Jfai? different sensi- 
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l)lenient de p/, et de 00. Si Ton fait done 
et a>'=a)-\-ky el qu’on substitue ces valeurs dans 
Tequation (e) , on pourra y regarder h et k comme 
des qnantites infiniruent petiles. Cela pose, on aura 
generalement 

en representant par ^ une tres petite quaqtite du 
meme ordre que h et k. Si Ton substitue cette valeur 
dans r equation (e) , et qu’on neglige la partie de- 
pendante de qui sera toujours infiniment petite rela- 
tiveoient ala premiere, eh observant 
puisqae^ est ce que devient y lorsqu’on y cliange 
ju,' et a>' en ft et a, on aura 


, du 


oV-C''— “■) 


Pour facititer I'integration, prenons pour origine 
de Tangle que nous avons designe par 9 , le rayon r, 
ce qui donne ft = i, \/i — yu.“= o . On aura sim- 
plement alors f= a* — zarfjf -f- , et en integrant 

par rapport a <o', depuis a)'=o jusqu’a a)'=27T, 


On a d’ailleurs 


V . V 

Oh j^ra donc en integrarit 
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I I 

Tr'T ■ 


Cette integrale devant etre prise depuis ^t'= — i 
jusqua T, ce qui donne f—r-\-a et f-=r — a, 

on aura, pour sa valeur complete, 


1 1 a 

ar{r + a) ar{r — a) r(r‘ — a“) * 


par consequent 


M 4- 2<i 


du 

• d^~~' r~' 


Si I’on suppose maintenant r=.a dans cette equa- 
tion^ on trouve * 

•+ 2a . ^ — LprO^ctj. (g-) 

L’equation {d), en y substituant a (1 +<*/■) ^ 
place de r, et en observant qu’aux quantites pres de 

17 ■¥ dTV j 

1 ordre oa a ^ ss;; ^ , donne 

"XT I fiTV" I / ft I I diif 


On apra done, en vertu de I’equation (g), aux 
quantites pi^ de I’ordre a* , : 


V-f-aa 


dsr 

• dr 


/{7ra^ 


ih) 


Cette equation extr^mement rexpapfuable s’etend 
a tous les spherbides peu difii^ens dei la sphere. Elle 
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fait voii’ que, dans la fonction V-f-2«. ioutes les 

, dr 

quaatile's de Tordre a dLsparaissent, en sorte que cette 
fonction est la meme par rapport a la sphere et au 
sphero'ide qui en differe tres peu , quelle, que soit * 
d'ailleurs la position du point attire a la surface de ces 
deux corps. Cette e'qualion a d’abord e'te trouvee par 
Laplace ; inais la demonstration qu’il en donne dans 
le second volume de la Mecanique celeste et qu’il a 
reproduite ensuitc dans le cinqnieroe, a e'te Fobjet 
d’une controverse fort vive, qui a fait meme revo- 
quer en doute pa'r plusieurs geometres la generalite 
du theoreme qui en resulte. 11 me semble que la de- 
monstration qui precede est a I’abri de toute objec- 
tion se'rieuse (’*") 

21. Si 1 on substitue dans Fequation (li), pour V et 
2-, leurs valeurs (c), n® 19, on trouvera 

47r.7=U,-f-5U.-f.5U 4'(2i+x)U,-)-etc. 

La fonction j pent done loujours se developper 
dans une serie de cette forme 

j-=Y^ -j- y, _j_ Yj,'. . . -{- Yi-f- €tc. 

Les qdatffiids Y,, Y, , etc. , etant des fonctidns ra- 
lionnelles de ft, \/i~iu\cosa, VT— sin'ea, qui 


Lagrange, Journ. de I’tcole Poljthefihmque, 
litteVlIIf M; Ivory, ■ TraksaeWns phllosopldquei , tome C II ; 
^!L*Poiss@n> des Terns pom"- i83o’. 
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satisfoiit a Tequatioa aux differences partlelles (C). 
Cette reduction- est independante de la forme de la 
fonction^, et doit etre consideree conatne uue pro- 
priete resultante des attractions des spheroules peu 
diffe'rens de la sphere. 

Si Torn compare les deux valeurs prdcedentes de j, 
en observant quW a, n’‘ tg , 
on Irouvera generalemeut 

[T) 

On a d’aillettrs , en repre'sentant par Y', , etc. , ce 
que deviennent les quaiitite's Y^j Y„ etc., lorsqu’on j 
change ft et (w en jx! et ta'. 


7 ^^ = Yo + Y' + Y',. , . . -f-.Y'/ H- etc. ; 
en observant done qu’ona ge'neralement, par le n® j 8, 




etant un nombre different de i, 
donnera siniplement 




I’equation. (/) 



les limites des integrales etant les m^mes que prece- 
demment. 

Cette equation renfernae Tenoned d’nne nouYdlJe 
proprie'te remarquable dont jouissent les fonctions 
d© la natnre de celles qh« nikiS’ ayoi^ design^ 

Y, et Z,.; mais ©lie est plus restreinte qup/.la pre- 
miere, demontree dans le n° id,, pare© qu’alor# "nous' 
supposions aux fonctions Yj et Z, toute la ge'neralite 
dont elles sont sus'deptibles,'’t‘ahdl¥^l|d'ici nous; sup- 
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posons ^ Pune d'elles Isi forme particuliere ‘des fonC"* 

tions que nous avons designees par Pj. 

La premiere consequence qui resulte de I’equa- 
tion (m), e’est que la fonction j ne pent admettre 
qu’un seul developpement de la forme Yo+Yj+Yj ^ 
etc. En.cffet, supposons que ^ puisse s^xprimer 
par les deux series suivantes : 

j'r=:Yo+Y,ri-Ys + etc. , 

X = Zo-fy Z, + Zari-etc. ; 

si Toq j substitue fJtJ et a>' a la place de f* et a, et 
qu on multiplie par Pj ces deux series, on aura gf- 
neralement 


^ = Y, = Z. ; 


d’ob il suit que les deux developpemens precedens 
sont identiques. 

Od pfetit cbnelure gfeeralemeiit de I’equatron (/m) 
que lorsque le developpement dej en serie de cetfo 
forme Yo + Y, + Y, -j- etc., sera connu, on aura, 
immediatement et sans integration , les quantite's Uo, 

tj,,!)., etc.,,n° 19, etlesvaleursde Vet de — ^ de- 
points exterieurs. 






Os^a, de monte , pour Ids points inteneurs, 
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V=„.v5^+4.a..(y.+i.T,+5r.Y....4 


dY 

"dr'' 




>Xi+etc.^ ) 




Y -4-— X 
3a *' 


k'-' 






Yf-|- etc. 


0- i 


* Quand point est situe a la surface du spherdide, 
ces deux dernieres formules doivent etre identiques 
avec les premieres ^ et en effet , si I'on y suppose 
r=a(i4-otj), et qu’ou observe que I’on a, par 
hjpothese, 


. . -f-Yj-f-'etc., 


on trouvera 


V -f-sa. 


dV 

dr 


4»'a* 

~T » 


equation qui doit exister, comme nous Tavons de- 
moiltre , pour tons les points de la surface. . 

Les formules (n), (p) sont dues a Laplace; elles 
offrent, sous une forme tres simple, les expressions 
les plus gdnerales des attractions des splieroides peu 
differens de la sphere. On peut les simplifier encore 
par les consid^i-altions suivantes. 

Soit M la masse du Sphero’ide que nous suppose- 
rons homogene ; on aura 

' ' ' ■ ^ ^ , ,>K 

ou bien, en mettant pour r' sa valeur +«/'), 


M; 


dfddce . 


Si, a la place de j', on substitue son developpement 
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etc. dans cette expression, en remarquant 
qu’on a gene'ralement par le n“ it [X'^dy/dco —o , 
i etant different de zero, et que jl’on a, par ce 'qui 
precede, fX\dfA!da/ on trouvera 

M = ^3--f-47r«'aY„. 

En prenant done, pour la valeui* de a, le rayon de 
la sphk’e egale en solidite aii sphe'foide , on aura 
Y„ =o , et le terme Y^, disparaitra de la valeur de y, 
ainsi que cerix qui en dependent dans les forniules 
(n) et (p). 

On a generalement 

Si Ton suppose i=i dans cette equation, et qu’on 
substltue k la place de j' son develpppement , on 
aWa” ^ ■ ■ ' _ , 

' "y, 

D’apres la valeur generale de Pj, il est aise de voir 
qU; pU; aura , dans le cas de , ■, 

P. = A/A'+fe'. S/i — /u''‘.sma'+^". y/i — /a”. cos a/, 

h, h', etant des conslantes. On aura done 

Yj = ^ . ~ . f/y y t sin 

• , 

+ • f/y' V/ * — 
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Si Ton designe par dm I’un des elemens de I’exces 
du spherdide sur la. sphere, on aura 

dm — a? a. .J (j'dfjifdct)' ; “ 

on pent done ecrire ainsi la Taleur de Y, , 

Y^=JJfaf/.dm+B.'/a[/ 1 — ft ‘sin a fa \/ 1 — ft.‘cosai .dm 

etant trois quantiles constantes. 

Si Ton designe par x', y' , z' les trois coordonnees 
rectangulaires de la molecule c&n, on aura, aux quan- 
tiles pres de I'ordre ct, 

a^Cift, y'=:a[/l — ft'^.slnm', z'=:rt\/l — fc‘.cosa'. 

Si, de plus, on suppose I’origine des coordonnees au 

centre de gravite duspheroide, on a ' 

■ . s 

fx'dm — o, fjr'dm=o, fz'dm — o. 

On aura done, dans ce cas, Y, = o. Le terme de- 
pendant de Y, disparaltra par consequent dans le 
developpement de^ et dans les formules («) et [p), 
en prenant pour origine des coordonndes le centre 
de gravite du spherdide. Ce resultat d’ailleurs peut 
aisement s’etendre a toute espece de sphero'ides. 

22. Concevons maintenant le point attire situe dans 
I’interieur d’une couche a tres pen pres spherique ; 
plafons I’origine des coordonne'es au centre, et siip- 
posons que le rajon de la surface intdrieure soil 

a 4 - fla . (Y,-f- Yg-f-Y^ -f- etc.), 


ot que Ic rayon de la surface exterieure soil de la forme 
Tome ll. 25 
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a! -f- a' a . (Y', + Y', + Y'g + etc.). 


Si Ton de'signe par AV I’attraction de la couclie , il 
est clair qu’on aura la valeur de AV , en retran- 
chanl la valeur de V relative au premier sphe'roide, 
de la valeur de V relative au second ; on tfouvera 
ainsi 


AV= 27 T.(a'* — a*) + J 


V.) 


Si Ton veut que le point place dans I’interienr de 
la couclie soit egalement attire de toutes parts, il 
faut que AV se reduise a une fonction independante 
des variables r, 6 et o), puisque les differences par- 
tielles de AV, prises par rapport a ces quanlites, ex- 
priment les attractions de la couche sur le point 
attire. Cette condition donne Y', = o, et genera- 
lement 



equation qui determine le rayon de la surface ex- 
terieure lorsque celui de la surface interieure est 
donne. 

Si la surface interieure est elliptique , on a 
Y 3 =o, Y^s=:o, etc., 

ct par conse'quent 


Y'4 = 0J 
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les rayons des surfaces interieure et exterieure de 
la couche sont done 

a{i + aY^) , a'(i + aY,) ; 

d’ou Ton voit que ces surfaces appartiennent a deux 
ellipsoides semblables et semblablement places , ce 
qui s’accorde avec le resultat trouve n° 8. 

Supposons le rayon de la surface interieure de la 
forme et le rayon de la surface extdrieure 

de la forme z etant uoe fonction de jji 

et de a qu’on pourra ddYelopper- en une serie de 
cette forme ,, , 


2 = Zo — j-* Zi “f" Zj “b" etc. 


On aura, par les formules (n) et (p), relativement 
aux points interleurs et exterieiirs , 


aV = .(z^+ I^.Z, + ^^.Z» + etc. 

A'V = IpraJ^ct . ^Zo + ^ • Z, 4" • Za + etc. \ 

Y < f<ni Vi 


En differenciant, on aura pour les attractions qu’exerce 
la couche sur les points exterieurs eft interieurs, eui- 
vant le rayon r, 


c/.aY ' ^vrei^ti 
""Sr ^ r“' 

. dn 

dr r 



Si Ton supppse done le point a la sur^ce , qu’on 
fasse r= a dans ces formules et qu'on les compare 
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ensuite, on aura 

• (Z<,-{-Z,~f”Z^-}- etc.} 

dr dr . . . , 

D’ou Ton voit que: si deux points sont situes sur 
le menie rayon, Tun a la surface exterieure,' i’autre 
a la surface inte'rleure du spheroid e, la difference 
de I’action de la cOuche sur Jes deux points sera 
propprtionnellei a son e'paisseur , et la meme que si 
la couche etait spherique. ; 

23 . Conside'rQnS' pre'sentement un spheroide hetero- 
gene peu different de la sphere, et compose de couches 
homogenes dont la figure et la densite varient sui- 
vant une loi quelconque. Soil- a{i -f-dy) le rayon 
d’une de ces couches ; si Ton deVeloppey' en serie 
Yo 4- Y, -f- Y. -f- etc. , les quantites Y„ , Y, , Y^, etc., 
seront des fonctions de a variables d’une couche a 
une autrf ^ pt ep diffe'renciant par. rapport a a la pre- 
miere des equatiOBis (m), oh aura pour la valeur dc 
V relative a la; couche dontTipaisseur estc?a-(-i*.^f<y, 
et dont nous representerons par / la densite , 

•’ Yj,^ -b ^ . Y, + !Ya Hh’® tc . 

Si Ton regard® , dans cette differentielle , /> qomme 
uneffonciian de a , et qu’on ihtegre relativetnent a 
cette variable, on aura pour Ip valeur de V.qui se • 
rapporte au spheroide entier, 

4-etc.). 
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Les integrales devront etre etendues depuisa=:o 
jusqu’a a=a', en notnniant a' la valeur de a cor- 
respondante a la* surface- 

Pour avoir Tattraction du spliero'ide heterogene 
sur un'poiat interieur faisaut partie de la couche 
dont le rayon est a (i , on emploiera la pre- 

miere des formules (n) depuis a=o jusqu’a la valeur 
de a repondant a cette couche , et la premiere des 
formules (p), depuis cetle valeur de a jusqu’a a = a', 
cette derniere valeur se rapportanta la surface. Si, 
apres avoir differencie ces equations par rapport a a, 
on les multiplie ensuite par / , 'et qu’on integre leur 


somme , on aura 


V .T,+ i.T.+Cc.) 

-pasr . Yiq- g* Y, + elc.^. 


Cette valeur rcpresente I’attraction du spheroide he- 
terogene sur les points interieurs. Les deux premieres 
integrales devront ^tre prises depuis <2=0 jusqu’a 
a = a, ct les deux derniferes depuis a = <2 jusqu’a 
a— a'. II faudra en outre, apres les integrations, 
substituer a au lieu de /•, dans les termes multiplies 

par a, et au lieu de ^ , dans les termes qui sont 

independans de a- - 

24. 11 nous reste i montrer comment on peutpar- 
venir h. developper la fonction co) dans 

une serie de la forme, -f-Y, -f Y. etc. , les quan- 
lites Ye, Y,, Y., etc., ctant determinces par la condi- 
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tion de satisfaire a I’equation 



i (z -}-i)Y|=o. 


Si Ton designe par K„ le coefficient de cosna dans 
la valeur de on aura 



i {i + 1 )K„ = 6 , 


et la valeur la plus ge'nerale de K„ qui satisfcra a 
cette equation , sera I’expression de Pj du n® 17, cn 
la multipliant par une constante arbitrairej c’est- 
a-dire qu’on aui'a 


*^b(^ — jW' 




(£ — n) (i — n — i) 

2(2t — i) 


I— .a 


etc. 




On aura done, pour la partie de Yj dependante 
de Tangle nco-, ' 


(i — " “4-etc.^.(A„sin7z«q-B„cosn»), 

A„ et B„ etant deux constantes arbitraires. 

Si Ton fait successivement7z==:o, 7 z==i, n—2...rv=i 
dans cette expression, et qij’on ajoute entre elles 
toutes les fonctions qui en resulteront,* leur somme 
sera Texpression de Yj, qui renfermera, comrae on 
voit, 2i+i arbitraires, B„, A,, B,, etc. Si Ton 
suppose ensuite z=;o, z=i, etc., on aura les 
valeurs des fonctions Y^, Y,, etc., et leur somme 

+ Y, + Y» . . . -j- Yj renfermera (^ + 1 )* c6ns- 
tarites inddterminees. 
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Soit maiatenant S une fonction donnee, ration- 
tielle et eatiere, des trois coordonnees rectangulaires 
.X, j", z, qu’il s’agit de developper ea serie de la 
forme Yo+ Y, etc. * Void le moyea qu’oa 
emploiera pour y paYvenir. Si Ton transforme les 
yariables x, j, z en trois autres r, /jl , ai , deter- 
minees comme dans le n“ 4 j on aura 

a:=rfjt,, j — r. — iU.*.cosa), z'±=^r. — /U.*.sina), 

en suLstituant ces valeurs- dans S , cette quantite 
deviendra fonction rationhelle et entiere de ^ , 
V/i — lO.* cosM et Vi —/X* sin a) , et Ton pourra la 
deyelopper en fonction des sinus et des cosinus de 
Tangle co etde ses multiples. Si Ton suppose done que 
S soit la fonction la plus gene'rale de Tordre s, sinraea 
et cosraa), dans ce developpement, seront multiplies 
par des fonctions de la forme 

, (Ajm'"" + B^-"- + 4 - etc.) ; 

d’ou Too voit que la partie de S dependante de Tar- 
gument ?za) renfermera 2(5 — ra -j- i) arbitraires. La 
partie de S qui depend de Tangle 00 et de ses mul- 
tiples, renfermera done i( 5 - 4 i) indeterminees; la 
partie independante de Tangle w en renfermera 
la fonction S contiendra done (^-f- [)“ constantes in- 
determinees. 

La fonction Y„ 4 - Y,-h Y.. . .-j-Y, renferme pareil- 
Icment (s 4 -i)* arbitraires; il sera done toujours 
possible de transformer S dans une fonction de cette 
forme. 
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Pour cela , on prendra I’expression la plus; 
rale de Y, , on la retranchera de S , et I’ou 
minera les arbitraires de maniere queles puis 
et les produits de jit etde v/i — lU.* de I’ordre x 
raissent de la difference S — Y,, qui deviendra 
une fonction de I’ordre s — i , que Ton des* 
par S'. On prendra I’expression la plus gendr 
et on la retranchera de S'; on determiin 
arbitraires de maniere que les puissances et l« 
duits de jM. et de \/i — de I’ordre s — i 
raissent de la difference S' — Y(,_^), et ainsi dtr 
On determinera successivement de cette iii 
les fonctions Y,, Y(,_,3, Y(,_»), etc,, dont la s- 
represente S. 
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CHAPITRE.IY. 


De la figure dune masse jluide homogene en equi~ 
litre , et douee dun mouvementde rotation. 

aS. Apres avoir developpe, dans les chapitres qui 
precedent , les formules generales des attractions des 
sphero'ides, nous aliens les faire servir a la deter- 
mination de la figure d’une masse fluide tournant 
aulour d’un axe fixe, et .sollicitee par les attractions 
dc toutes ses parties et par la force centrifuge due 
au mouvement de rotation. Nous supposerons d’abord 
le fluide homogene : cette question est alors suscep- 
tible d’une solution I’igoureuse. 

Soient a, b, c les trois coordonnees d’un point quel- 
conque de la surface du fluide, P, Q, R les forces 
acceleratrices qui agissent sur ce point , decomposees 
parallelement aux axes des coordonnees; prehons 
pour axe des x I’axe mfime de rotation ; designons 
par n la vitessc angulaire commune a tous les points 
de la ina.sse, et par r='y'b'‘+c'‘ la distance a 1 axe de 
rotation du point dont les coordonnees sont a, b, c. 
I, a vitessc absolue dc cc point sera rn, et m® sera la 
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force centrifuge qui I’anime : on aura .done , n® Sq, 

iivre pour I’e'quation de Tequilibre, 

Pr/rt + Qdl) + V^dc — n^rdr = o , 


et cette e'quation repi’esentera aussi celJe de la surface 
exterieure du flulde. 

Supposons niaintenant que les seules forces acce- 
leratrices qui agissent sur lui soient les attractions 
muluelles de ses ele'mens; ori aura 


P = — 


dY 


Q 


~ p _ _ ^ 

d6> dc’ 


V de'signant la meme fonction que dans le n* t . 

L’equation de 1 equilibre deviendra done 

*=o. (.) 

La -valeur de V depend de la nature du fluide et de 
la disposition de ses t^lemens. On ne pent done pas 
determiner a priori la surface de Tequilibre au moyeii 
de Tequation precedente; mais cette equation ser- 
vira a indiquer, parmi les hypotheses arbitraires 
que Ton pent faire sur la figure de la masse fluide, 
celles qui satisfont aux conditions de requilibre. 

Considerons d’abord une masse fluide homogene a 
laquelle nous supposerons la figure d’un ellipsoide 
dont Taxe des x est I’axe meme de rotation ; 
placons rorigine des coordonnees au centre de la 
masse; Tequation de la surface sera alors 
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Dans les ellipso'ides homogenes , on a , n° g , 


dV 




dY 

'To=y^^ 


Sf 7 d^signant des quantites independantes des 
trois coordonnees a, by c, Ea substitiiaut ces valeurs 
dans Tequatlon (t), et en observant que la valeur 
de r donne rdr ~ hdb + cdc , on aura 

ct.ada + (S — n^).bdb •+■ (7 — ,cdc = o. 
L’equation de Fellipsoide , en la differenciant, donne 
ada hdb , cdc 

Pour que ces deux equations coincident , il faut 
qu’on ait 

//* et Jt,"^ “ . / 

S — V— . ■ 

cFou I’on tire 

g//. _ == n* 

Le second membre de cette equation est inde- 
pcndant du troisidme axe h de Vellipsoide; il faut 
done quo le premier le soit pareillement. Oi', si Ton 
rcmplace C ot par lours Taleurs donnees n"^ 10, 
on verra que, pour satisfaire h cette condition, il 
faut necessairement supposer ; alorsl’ellipsdide 

est de revolution autour de i’axe des a? j on a par 
consequent & — y, ct Ics equations («) se reduisent 
a la suivaute : 



'iiiritiiit: V! Yin.»t i. 




Si /i vst !«; {Hiit tI»‘H trois axrs, IVIlipsunlc I’sf 
upluti ; daiix k‘ n»' ctiuirair*: , i! rst vri*s If h 

p’lifs. Suj»jH»Mln* tr«l»ort! U* sphi'iiJitie apjali , ct 

faistms comrni! dans I« »• y, ■* wa X*,<i'ou J’um 
tin! s=s I -f" ; <»»> « trai!l«*urH , m {|(•8igt1laftt |»ar 

M ia iiiasM’ «!f IVUipicmlf, « t titiininaiil f l.t ilfti^ifr, 
M zl: * •JTfhlt* , ou liicu 51 . I Wf . (i -I-/,* Ji\ l.i % 
ruriiiukii d« »i* in tloiiiifvnht iIojh aiusi 


I >4 A ^ » 

asr-f^-,f. .'A — an-. X), 

C = a»f. , 


Si 

»(UC , 


Ion Bubititne c«« valcum dana i’tiqtyiatiuit (/»J , 1 1 
poor aliregirr, on faww? =s y, «»n ru lirr 


WIT, tang A ; 


pA 4 - TiyA^ 


(a) 


{iette ^ualion dtant I'daoUto jiar rapport li A, (lnti> 
niTa Ic rapport do* d«?ux 8xt*»* d« iVlIiiMoido. Si la 
vak'ur de ctito quanlild rat nkllo , il y aura tow- 
jonra^ {Kntr uiia vaieur do n donnd<;» une figure 
tiUipItquo qtii repondra h rdtat d'dquiiitjni ; at rlir 
f»t imaginairt! , l equilibro tin h mami} flnidu iio 
pomTft |>oif>l raisirr avft* mir parrillc iigtirr. Kiilin, 
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s’il y a plusieurs valeui's de X qui convlcnnent a 
I’equation (2) , il y aura aussi plusieurs figures 
d’e'quilibre correspondantes a uti nieme mouvement 
*Nie rotalion. 

26. 11 convient done de discuter avec soin I’equalion 
(2), et comme elle est tran.scendante , il faut pour 
cela recourir aux considerations geometriques , qui 
sont tres utiles dans ces sortes d’ occasions. Faisons 
done 

, = — arc.tang A, ( 5 ) 

, et rcgardons (p comme I’ordonnee d’une courbe dont 
X repre'sente Fabscisse. On voit d’abord que si Ton 
change le signe de A, Fordonnee <p conserve, au 
signe pres, la meme valeur : d’oii il suit que la courbe 
qiie represente Fequation ( 5 ) est semblable du cote 
des abscisses positives et du cote dcs abscisses nega- 
tives ; ses deux brandies couperout done Faxe des 
abscisses a des distances egales de Forigine , et don- 
ncrontlcs inemes figures de I’equilibre. 11 suffira par 
con,sequent de considerer la partie qui repond aux 
absci.sses positives. Cola pose, .si Fon fait croltre A 
depuis A = o jusqu’a A = 00 , Fordonnee <p commence 
ct finit pac ctre positive ; d’oii il .suit qu’entre ces 
deux limites la courbe coupe un nombre de fois pair 
Faxe des abscisses , ct que par consequent il y a tou- 
jours au moins deux valeurs de A qui satisfont a 
F^quilibre. 

En differenciant Fequation ( 5 ), on trouve 
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(f(5 + (lo^f — 6 )a* + gqi] 

et la supposition de d(p = o donne 

qX* +(xoq — 6)A“ + 9 ^ = o; 
d’ou Ton tire 

^•=5-5=t\/(f-5)*-9- 

Ce sont les valeurs de qui correspondent aux 
valeurs maxima et minima de I’ordonnee tp. Comme 
ces valeurs ne sont qu’au nombre de deux , il est clair 
que (p n’a qu’un maximum et un minimum du cote 
des abscisses positives, ce qui exige que la courbe 
ne coupe I’axe des abscisses qu’en trois points, en y 
comprenant I’origine. II n’y a done que deux valeurs 
de A’ qui repondeut a I’equilibre. 

L’equation (5) determine aussi une limite des va- 
leurs de y, au-dela de laquellej’equilibre n’est plus 
possible avec une figure elliptique. En effet, si Ton 
suppose 



il est clair qu’e!n donnant k q une valeur plus grande 
que celle qui egt deterrninee par .cette equation, la 
fraleur de A“ qui en resultera sera inaaginaire ; les 
•ordonnees <p ne seront done susceptibles ni de fnqocir- 
mum ni de minimum, et la courbe ne coupera jamais 
I’axe des abscisses. L’equation precedente donne 


( 5 ) 
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q = o. 3760 , d’oii Ton tire A = i . 7322 ; 

mais on pent assignor a ces deux quantite's des limites 
■*plus approchees. 

Pour cela^ j’observe qu’il peutarrivfer que la courbe 
soit siniplement tangente a I’axe des abscisses sans le 
toucher j on a aloi’s a la fois d(p o et o. 

La premiere de ces equations donne 


9 = 


6a“ 

(l + A>) (9+30* 


et cette valeur , substitueO dans I’equation ( 5 ) , 
donne 


arc. tang A = — 7^^ + 3oA«-f-27A _ ' 7x^+9 ^ 


(I +A'q(34-A“) (9d-A“) (l+A“j (gH-A'/ 


Cette derniere equation , en la re'solvant par ap- 
proximation, donne 

A = 2.5292, d’ou Ton tire 7 = 0.53701, 

le rapport de I’axe de 1 equateur a I’axe des poles 
ctant exprim^ par la quantite v/T+i?, il est, dans ce 
cas, egal a 2.7197. 

Nous avons suppose' geueralement 7 = — ; soit T 

le nombre de secondes que Fellipsoide emploie a faire 

une revolution autour de son axe , ~ sera la vitesse 

dont cst animec la molecule situee a Punit(? de dis- 
tance de I’axe de rotation , et la force centrifuge de 

cctte inoldculc sera ™ ; on aura done 



4oO 


titSorie analytique 


4 ’''° 

IF 



II suitde la que, pour les masses de meme densite , 
les quantiles q sdnt proportionnelles a la force cen- 
trifuge correspondante au mouvement de rotation , 
ou en raison inverse du carre du temps de la rota- 
tion. La valeur de q par rapport a la Terre est dt- 
0,00544957 , et la dure'e de la rotation de cettt? 
planete de 0', 99727; d’ou Ton pent conclure que poii*' 
une masse fluide de meme densite que la Terre , 
la duree de la rotation, correspondante a la limit*-? 
0,55701 de <7, serait de 0^,10090. La masse flnidfc? 
Tie pourra done pas etre en equilibre avec une figurt? 
elliptique , si Ic temps de sa I’Otation est moindre que? 
04100911; et s’il surpasse cette limite, il y aura ton — 
jours deux figures elliptiques , raais non davantage » 
qui satisferont aux conditions d’equilibre. 

27. Nous avons suppose jusqu’iciTeltipso'ide aplati 
aux poles ; vojons maintenant si Tequilibre pourra i fc 
exister avec une figure elliptique allongee vers It:.^ 
pbles. II faut, dans ce cas, faire A* negatif ; soitdoijo 

— — A^% la quantite A'“ elant supposee positive? 
et plus petite que runite, parce que sans cel?* 
-j- A'* devedant imaginaire I’ellipsoide se chaiJi— 
gefait en un hyperbolo'ide. Si a la place de A otsi 
substitue sa valeur dz A' \/^ dans I’equation ( 4 ), 
on trouve 
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et poui' que 1 ordonnee (p soit un maximum , il 
ura supposer 

(i A'“) (9 — -f- 6 a'“ = o. 

Or , il est evident que tous les termes de cette e'qua- 
tion etant positifs lorsqu’on donne a A'‘ une valeur 
comprise entre A'>=o et A- = , , cette equation 
est alors impossible : la courbe ne coupe done jamais 
1 axe des abscisses entre ces limites; il n’y a done pas 
d’cquibbre possible avec une figure elliptique allon- 
ge'e vers les poles. 

28. Conside'rons maintenant les variations de la p^- 
santeura la surface de lellipsoide. La pesantei^r est, la 
re'sultante de toutes les forces qui agissent sun.^wp 
point materiel place a cette surface. Soit/i cette re'- 
sultante; endesigaant comme precedemmentpar a%, 

, cy les attractions de I’cllipsoide, par n sa vitesse 
de rotation, on aura . . 

p -f- • • i' 

Mr 

11 resulte d’abord de cette e'quation, que la pesan- 
teur aux differens points d’un , r^yon du spberoide 
est proportionnelle a leurs distances du centre; en 
sorte que si Ton connalt la pesanteur a la sur&ce 
on aura immediatement celle qui s’exerce dansT’in- 
terieur de Fellipsoide. 

Considdrons en particulier Fellipsoide <Je revolu- 
tion: on a, dans ce cas, 

p si s/a’^cL* -H (^* H- c*), «“)“ , : : , ! 

Tomk II. ' aG 
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d’ou, en vertu de requation (b) , on tire 

p =z ctsj + + 

On a d’ailleurs , par I’e'quation de I’eHipsoide , 

6 * 4 - 

A'» ^ A* ' 

par consequent , 

P=z~ 

cth^ 

A Tequateur , on a o = o , et par suite 

p61es , on&az=h tl p = a.h-,U pesanteur a I’equa- 
teur est done a la pesanteur aux p61es, comme le 
diametre de I’equateur est a I’axe des p^)les. 

29. De'terminons la relation quiexisteen ge'ne'ral a la 
surface de lellipsoide entre la pesanteur et la latitude. 
Si Ton nomme t la normale a rellipsoide prolongee 
jusqu’a la rencontre de I’axe de revolution , et qu’on 
prenne pour plan des x, j-,\e meridien passant par 
le point de Tellipsoide que Ton considere, on aura , 
en noropaant a et 6 les coordonnees de ce point ^ 

, = j 

On aura done 

d’oii il suit que la pesanteur est proportionnelle a la 
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normale de Tellipsoide prolongee jusqua I’axe de 
revolution. 

Nomni.ons 4 complement de Tangle compris 
^entrela normale et Taxe de revolution; 4 sera la 
, latitude du point de Tellipsoide que Ton considere; 

on aura ainsi Si Tori substitue cette va- 

COS 

leur dans Te'quation de Tellipse, et qu’ensuite on 
elimine, k Taide de Te'quation resultante, a de la 
valeur prece'dente de on trouvera 




on aura done 


.7 . — /i“‘ , ’ 

'v p — .cos“4- 


het 


v/ ■ 


,4 — ft, 

1 4 .COS *4^ 


Si dans cette equation on substitue pour ct sa valeur ^ 
et I - 4 - A* a la place de — pr~ 7 on trouvera 

On aura , an moyen de cette equation , la peean-' 
teur correspondante a une latitude’ dorin^e; il txe 
s’agit plus, pour en faire usage, que de de^e*ifliff®r 
les constantes qu’elle renferme. 

En nommant T le norabre de 8econdes'<jae\4’ellip- 
soide emploie a faire une revolution autour de son 

axe, nousavans trouvd, n° 26, ricsts^; on tjj^ddtia 

26.. 


4*e • ■ ( t + A”) . — a rc . tang^i) 
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123 -“ 

7 t^' 


Soi.t c la longueur d’un degre du meridien , me-" 
sure a la latitude rayon osculateur de ce meri- 

dien est , par la nature de I’ellipse, — 

(l + COo'‘4) “ 

aura par consequent 


( I — j— 

(i -f- ;>i“ cos*'}')* 


i8o®.cj 


( 6 ) 


etcette equation, combine'e avecla pre'cedente, don- 
nera 


4 g' eA(T + A°) 
j/ I -}--^“COS“'}/ 


= i8o“.c.(i + A* cos*'4.) • 


123 - 


La valeur de p deyiendra ainsi 



i8d® .c^i + A*cos® 4) • 


X — arc. tang .x 


123 


equation qui ne renferme plus que q d’inconnu. Si 
Vonnomme I la longueur dupendule simple qui fait 
ses oscillations dans une seconde de temps , on aura , 
n?i lilvre I^., En.‘ substituant pour p cetle 

yalenr,':l’^qufejti^ }^^ddente dohnera , pour d^er- 
, ■■■■ ■ ' 

, 2i6o . c . (i 4 - X* cos*4)- (x— 'arc . tatig 2) 

.,, 4 ; 

nos ‘ ' ' ■ ' ■ ' ‘ 

Cette equation, combine'e avec Te'quation (3) du 
i-6’^s!267fet‘a:connaitre la : valeur de* f, et 'Oelle de 
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A, au iiioyen de la longueur du pejadule k secondes 
et de la grandeur du degre, observees Tune et Tautre 
Vs a la latitude 'vj.. , ^ 

Supposons 4/ — 45® et q une tres petite quantite, 
eommfe cela a lieu pour la Terre; 0e$ equations don-^ 
neront; eu les developpant, 


q — 


730. c I . 

5 i5 

+ /4-etc. > ' 


Oa a trouve , par la mesure de Fare da meridiea 
terrestre , et par I’observation du pendule <^ui bat .les 
siecondes sows le parallele de45°, # ' 

c = I n 1 1 1“, Z = 0™, 995452; ‘ 

On a de plus T = 86164" ; on conclura de la 


(/ = 0.0034496? A* = 0.0086877. 


Cette derni^re valeurdonne V i H-A's^ 1 . 0045344. ; 
e’est le rapport de Tase de I'equateur a celui du p61e ; 
ces deux axes sont a trfe peu pres entre eux comine 
25 i ,7 est a a5o,f, et les pc.sar)teurs K I'equateur et 
aux pdles sont, eomme on I’a tu n“ 28 , dans le ra^me 
rapport. . jr ' - - . 

On pent encore deliertmner le demi aXc h 

du p61e au moyen de I’equation (6).f;'Ea effet, en 
faisant 4= 46% on cn tire • 


'»■(« 4 - ^*) 


i8o“.< 


•(« 
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d’ou il resulte, en reduisant cette formute en nombres , 
A = 6552554” 

II est a remarquer que la limite que nous avons 
trouvee pour n°-26', n’est.pas, comme oil aurait 
pu I’iraaginer, celle ou le fluide comniencerait a 
se dissiper en vertu d’un mouvement de rotation 
trop rapide. En effet , on A vu , n^ 28 , que la pe- 
santeur a I’equateur est a la pesanteur au pole dans 
le nieme rapport que le diametre de Tequateur est a 
I’axe du pole; rapport qui, dans ce cas, est celui 
de I a 2,7197; d’ou ^lonclure que si, au- 

dela de la limite 0,55701 de q , I’equilibre ne pent 
snbsister avec une figure elliptique , c’est qu’il est alors 
impossible de donner a la masse fluide une figure 
elliptique telle , que la resultanle de ses attractions 
et de la force centrifuge, pit perpendiculaire It sa 
surface. . 

3 o. Nous venqn;s de voir, n'* 2,6,fs que, pour un niou- 
vement de rotation donne, il sera toujours possible 
d’assigner deux figures elliptiques qui satisCeront aux 
con41fi><i'®S ’d’equilibre; mais il®’enfaut pas conclure 
que ces deux: etats d’equjlibre ; coarrespondent a la 
meme fopeid'IcBspulsio^fciprimitive, #parce que le mou- 
vement dc4 rotation -que ptend la mass,e fluide depend 
non-seulement de I’intensite de cette force, mai^ en- 
^•qore de la.mawfere, dont elle Ini est appliquee., . 

Eu, effet, codsiderona une ma^e fluide. agit 4 q pri- 
mitivement par des forces- d’impulsfon: quelcofuques, 
et ensuite abandonnee a elle-meme et a rattracliou 
mutuelle de toutes ses panties. Par le centre de gra- 
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vite de la masse , concevons un plan qui 'sbit eelui 
par rapport auquel la somme des aires tracees par 
chacune des molecules du fluide multipliees par leurs 
masses est un maximum; ce plan conservera sans 
cesse cette propriete, et lorsque, apfes diverses oscil- 
lations du fluide, son mouvement deviendra un mou- 
vement uniforme de rotation autpur d’un axe fixe, 
I’equateur de la masse se confondra avec le plan 
maximum de^ aires , 6t I’axe d.P, notation sera per- 
pendiculaire a ce plan . Soit done la somme des 
aires decrites pendant ^I’instant dt, a I’e'poque ou la 
masse commence a s’agiter, par les projections de 
chacune des molecules fluides sur ceplan, tliultipllees 
par les ni asses de ces molecules,; cette somme yes- 
tera ebnstamment la meme pendanY'toute la duree 
dumouyement. Or si Ton designe, eppanab nous I’a- 
vons fait, par ra, la vitesse angulaire de rotation com- 
mune a toutes les molecules de la masse, et par 
\/b* -f- c* la distance de la molecule dm a I’axe de ro- 
tation , I’aire d^rite par cet element ^ projete'e sur le 
plan de I’^quateur et multiplie'e par Sja masse, au 

bout du temps dt, sera ^ (A* -f- e*)dm. On aura done 

I’iftfi^ttlle S detant sfdlietidre a la masse 
fluids.'' ' ; 

Or 0*)^m ‘est le momient df^rtih 'de la 

masse relative k I’axe dO r^volutiOi'.' rif &i nature 

ties ellipsdides , ce mqment est,^ a . A’.( i -nlr. 
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Qo! aura done ■ ■ 


■ ' /i^e ’■ 


i5 




D’ailleurs, eUidesiguant par, M la ni^sse du, guide, 
on a “ 


' 1 \ ‘ ? 


3 .•A>-; (i:4.A*J = ai. 

Au piojeiiide-ces deux equations, on trouve 

Nous ayons rppresente par 7 cette quantite!,,d,ans 
lesik® ^25';? efa fiisant dohe {/''t- ^ 

. S, "'i. 'I ' i.a:!;. ' ‘i; , 'i / .>’■'! . 

' ' ‘ i ' 

jd, ®l) Kequatioiai (is) dut>nifenie’'nu- 
W0r,deYifS}4«^. ■do:; ;.! i '.I 

■. 1 . ^ — arc,. tangA=o. 

• "On 'ddteraiiiera*A au riiojen'de cette equation', et 
en substituant sa||V^g]^^dap§;l’expression de M, on 
en deduira la valeur de X. 

Tep^’g§e.mte.Ie:ppie^^r 
membre de lequation pre'ce'dente ; cette fonctioujdw^ 
PPHR .satis%V’e^auxxQ£idkic4&,d^e'- 

suppose tres .g.etite la valeur.de A, et elle devicnt 

nd^tSvd J|,di^qu’oftMujjyW^e*‘)f ki'ffk’i!' 11’ y'k'ddl^'id^ 
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jours entre ces deux limites une valeur de A qui sa- 
tisfait. a requation. ^ = o. Par consequent, qufel que 
•Wvsoit q', il y a toujours une figure elliptique qui con- 
vient a requillbre de la masse fluide. 

En diffe'renciant la valeur de (p , on trouve 

dp W- ^ + >8(1 + vp]} 

’ (3a" + 9)" (i + A")^ 

La valeur de Xqui correspond a <p =6 rend negative 
la fonction « 

1 

--^ + 185^^ — + l8 (i + A*) 3 ]. 

Cette fonction conserve ensuite toujours le mdme 
signe a mesure qu’on fait croltre la valeur de > , parce 

que la parlie positive — ^ -j- 1 (S(/ dlminue sans cesse, 

tandis quo la partie negative — 18 (i -h A*)^ ] 

augmente. La courbe dpnt <p represente Tordonnee 
lie pent done couper une second® fois llaxe; des abs- 
cisses, et par consequent il n’y a qu’une seuk; valeur 
de X qui satisfa.ssc aux conditions de I'equilibre. 

3 i. Concluons done de cc qui precede : i“. qiiune 
masse fluide homogene j doude d’un moumnerit de rota- 
tion autourd’un axe Jixe , pent toujours dtre enequi- 
libre avec deux figures ellipiiques diffdrentes; 2°. que 
pour une mdme force d’impulsion primitive ^ il rHy a 
qu’une seule figure elliptique qui satisfasse a I’dqui- 
lihre. 

Lo premier dc ces resultats suppose que la duree 


4,0 THEORIE ANALYTfQUE 

de la rotation de la masse fluide n’est pas au-des§ous 
de la Hmite que nous lui avons assignee n° 26 ; mais 
quand bien meine cette condition ne serait pas reni-^ 
plie a Torigine da mouvement, ii n’en faudrait pas 
conclure que I’equilibre sera a jamais impossiMe avec 
une figure elliptique. On concoit , en effet , que la 
masse fluide , apres diverses oscillations, peut s’aplatir 
de plus en plus sans cesser d’etre continue , en vertu 
de la tenacite de ses parties. La duree de la rotation 
augniente ainsi progressivement , et elle finit par at- 
teindre la limite qui convient a requillbre. La masse 
fluide prend alors la figure d’un ellipsoide ; et Ton 
volt , en effet, par le second des theoremes precedens, 
qui a toute I’etendue possible , que , quelles que 
solent les forces primltivement imprime'es a ce fluide, 
on peut toujour^ assignee une figure elliptique qui 
salisfasse a son equilibre, En general, cette figure est 
unique, et elle est deterrhlnee par la nature des forces 
qui ont pfoduit le mouvemenf. L’axe de rotation est 
celui des axes passant par le centre de gravite de la 
masse , par rapport auquel la somme des mornens des 
forces primitives du sjsteme etait un maximum. 


DU SYSTfeME DU MONI®. 


4ii 


CHAPITRE V. 


De la figure qui convient a Vequilihre d’une masse 
fluide homogkne dome dun mouvement de rota- 
tion j et dontda figure primitive est supposee tres 
peu differente de la sphere. 

32. Nous venons de demon trer que I’ellipsoide de 
revolution satisfait aux conditions ' d’equilibrc d'une 
masse fluide homogene dduee d’un mouvement de 
rotation autour d’un axe fixe, et nous avons deve- 
loppc Ics lois que suit la pesanteur et la diminution 
des degres du meridien a la surface d’un semblable 
spheroide. II nous I'este a examiner maintenant si la 
surface elliptique est k seule qui remplisse les con- 
ditions precedentes, et s’il existe plusieurs figures de 
diflerentes natures qui conviennent a ■ I’equilibre. 
Cette question, dans toute sa gcneralite, surpasse 
les forces de I’Analyse; mais on parvient a la re- 
soudre en la restreignant ct en supposant la figure 
de la masse fluide tres peu diflerente de la sphere. 
Cette hypothhse est d’ailleurs conformc a la na- 
ture , puisque tous les corps celestes ont, a tres 
peu pres, la forme spherique, ct qu’ou peut presu- 
mer que leurs molecules , ert se rapprochant par la 
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condensation , ont conserve entre elles la meme dis- 
position qu’elles avaient a I’e'tat fluide. 

Reprenons I’equation de Tequilibre dune masses' 
fluide homogene trouvee, n® 38, livre I°% etdonnctlis- 
lui cette forme / 

V N = const- , (a) 

N representant generalement I’integrale de toutes 
les forces etrangeres aux attractions du spheroide 
qui agissent sur les points de sa surface. Si Ton sup- 
pose, conime cela a lieu pour la Terre, la Lune , 

' Jupiter et tous les corps celestes, Saturne excepte, 
que la seule force ©trangere qui agit sur la mas.se 
fluide est la force centrifuge provenant du mouve- 
ment de rotation, on aura 

N = (Z>* -j- c*) , 

a,- h jCt c, flesignjaat les coordonnees r^cfangulaires d’un 
point quelcopque de la ;sm:face,, et g la force cen- 
trifuge du point situe a I’unite de distance de I’axe 
de rotation, g etant d’ailleurs une tres petite quantite, 
parce que la supposition que la laiasse fluide difiere 
peu de la forme spherique , pj^^ge que les forces qui 
I’en ecartent so^ent e^es-^i^^nVes tres petites. 

Placons„l;qr,igiQe. des coordonnees au centre do 
gravite dfiJa was^se; soient /• le rajon yecteur meae 
de ce centre a la surface, 0 Tangle qu’il forme 
. a^ec Taxe de rotation, et a I’angle que forme le plan 
qui passe par le rayon r et par Taxe de rotation 
aygc le plan des cc, y, on aux'a 

■•6 = rsiri 0COS®,' c = rsin O'sin co. 
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La valeur de N deviendra ainsi, 

N= 7 .g-r^sin* 0= f . (cos* 0 — |), 



substituant dans I’equation d’equilibre , on 


+ i — a • (cos* 0 — -) = const, (i) 


On verra bientot pour quelle raison nous avon.s 
donne a N la forme precedente. 

Supposons maintenant , conformem^nt a I’hypo- 
these , la figure de la masse fluide peu differente de 
la sphere; on aura dans ce cas, n* 21 , 



Y,+ 


_a*_ 

5 ? 


T,+ ?-^.Y3+ etc. L 

7r’ _ 


On peul falre disparaitre de oette valeur les termcs 
on et Y, eu prenant pour a le i-ayon de la 
sphere cgal cn solidite au spheroide, et en placant 
roriglne des rayons r a sou centre de gravite. Si Tori 
substitue ensuite cette valeur dans I’equation (h) , 
on aui'a 


[\7tCV 

' 3 ? 




1+^ 


-^r\(cos“8 — ’) 


: const 3 


et tons les termes de cette equation jouiront de la 
propriete de satisfaire a I’e'quation et aux diflfdrenccs 
partielles 


4,4 thSorie analitique 

Y, etant une fonction ratlonnelle et entiere des 
trois quantiles ft, v/i — ft'* cos &> , y/i — ft* sin « ou 
cos 6, sin 0 cos ct> et sin 0 sin ® , du degre i. 

II est aise de voir, en elfet, que cette eq'u^on 
est satisfaite lorsqu’on y substitue chacun d^is deux 
termes ^ gr* et — y ( cos* 0 — -j) a la place de 
Yj, ce qui resulte de la forme particuliere que Ton 
a fait prendre a la foiiction N. 

Cela pose , on a a la surface du spbero’ide 
r = <3 (i •+■ ctf); en substituant cette valeur dans 
I’equation (c), et en negligeant les termes du second 
ordre en a , ainsi que ceux qui sont multiplies par ag 
a cause de la petitesse des deux facteurs , on aura 

^ a= const. 

Comme la constante du second membre est arbi- 
traire , on peut la supposser de'terminee par I’e'- 
quation 

-3- -f- 5 = const. , 

et I’equation prece'dente donnera ainsi 

jr = 5 . (i Y. 4. 1 Y. + etc.) - 5 4 . (cos- 9 - 1 ) . 

Or, nous avons trouve, n° 21, pour I’expression ge- 
nerale de jr dans* les sphero'ides peu differens de la 
sphere , I’origine des coordonnees etant au centre 
de gravite du spberoide , 
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JK — + Y3 4- Y4 -f- etc. , 

U» etc.^ representant dans cette expres- 
memes fonctions que celles qu’elles designent 
JSSvaleur de V. 

comparant ces deux valeurs de on voit 
es ne sauraient avoir lieu en meme temps, 
[ns qu’on n’ait separement, 

V. = fV.-^.5.(cos-9-i), 

Yj = o , Y4 = o , Y5 = o , etc. 

premiere de ces equations on tire 

hstituons cette valeur dans I’expression de j et 
as pour abreger — = ^ ; (jr designant comme 

5 ’*' 

fdemment le rapport de la force centrifuge a la 
iteursous I’equateur, on aura 

“/ = — f <7.(cos‘ 6 — I) ; 

d’ailleurs 

r=: a (i 4- ttjr). 

pr^ssion du raji'on de la surface des sph^o'ides 
sndra done 

= fl.[i — f.f/.(cos‘ 6 i)]. (d) 


r 
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Cette equation appartient a un ellipsoide de revo- 
lution dont I’aplatissement est tres petit et e'gal a 

^ , I’origine des coovdonne'es etant au centre du 

spheroide. 

Nous voici done -pai^enu a demontrer^que la 
figure elliptique est la seule qui convierine a Tequi- 
libre d’une masse flulde homogene , douee d’un 
mouvement de rotation, en supposant la figure pri- 
mitive de cette masse peu difFerente de celle de la 
sphere. Nous avons demonh'e, dans le n" at, que 
Texpression de j ne peut se developper que d’une 
seule maniere , en serie de la forme 


Yj -{- Y 3 -p- Y/, etc.; 


on peut en conclure encore , par ce qui precede , que 
la figure elliptique qui satisfait a I’equilibre est unique. 
Si Ton suppose ^ ~ o , dans I’equation {d) , on a 
r == a ; d’oii il suit que la sphere est la seule figure 
que puisse prendre dans I’etat d’equilibre une masse 
fluiJe homogene et immobile. 

55. Considerons maintenant les variations de la 
pesanteur a la surface du spheroide. L’e'quatiou [d) , 
qui determine la figure de I’equilibre de la masse 
fluide , offre encore Tavahtage de donner par une 
simple differentiation la loi dc la pesanteur a la sur- 
face. En effet, le premier memhre de cette equation 
reprdsente generalement I’inte'grale de toutes les 
forces qui agissent sur chacune des molecules, de 
cette surface, multipliees respectivement par I’ele'- 
ment de leurs directions. En differcnciant done I’e- 
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quation (^) par ^rapport a r, on aura, n® i , la re- 
sultante de toutes les forces qui animent" le point dh 
^ la surface que Ton considex’e decomposees parallMe- 
O c’est-a~dire, n° :28, I’expressiou 
de ia>^esanteur en ce point. 

L’equation (c ) , d’apres ce qui pre'cede, deyient 


3r 


+ 


^Ts-qr^ 

~ 6 ~ 


sin* 0 = const. 


Si Ton differencie cette equation par rapport a r, 
qu’on divise sa ^iiffe'^entie]le piri— (ir et qu’on y 
substitue a la place de rsa valeur apres la 

differentiation, on trouve 

p = ± 7r« . ( I — * aYW — 9 sin* 0 ) ; ; (ra) 

et comme on a , n* Sa , 

• == i — I q . (cos* 0 — i) , ■ L 

cette equation devient 

pb=f7ra.[t~59 + |^(cos*0-.Aj]. (b) 

;La quaitotite p que lious Venous de determiner ne 
repre'sebte pas exactement la pesanteur, C’est seule- 
meut la paxtie dd cette force difigee vers le^ "ceritpe'' 
du spbe'roide. En effet, on pent regarder Wpifattit. 
teur asa surface conurtie ddcowiiposee en deux'lrftre.s 
forces, Tune p dirigee suivant le rayon x|fet’ 4 %utre' 
perpendiculaire k ce rayon. Mais il |st aise ^e vOir 
que cette derniere est de I’ordre a, en sorte qu’en la 
de'signant par ap', la pesanteur totale sera e'g^d ill 
Tome 11. 
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; on pent done, qpiand on neglige les quan- 
tites de I’ordre «*, regarder p comnie I'expression 
de la pesantenr a Ja surface dn apheroide. 

En reunissant les equations (e) et (d), on anja. 
tout ce qui est necessaire pour determiner lay^lgure 
d’e'quilibre d’une masse flnide bomogene douee d’un 
inouTcnient de rotation et les lois de la pesantenr a 
la surface,. lorsqu’ocq suppose qne la forme primitive 
de la masse est pen diffdrente de la sphere. On aura 



ainsi 

r a . ^ ^ ^008*“ !0 , 


Ces deux equations font voir d’abord que la dimi- 
nution des raj’ous et les accroisseniens de la pesan- 
teur, en allant de I’equateur an.phle, soot propor-r* 
tionnels a cos* 0 ; d’oii il suit que ces deux quantites 
varient a tres v^eu- pt^S> eonjnp® 1^1:krt‘e du sinus de 
la latitude , parce que cos 0 est, aux quantites pres de 
I’ordre a , egal a ce sinus. 

C’est par rohseryation des longueurs du pendule 
a secondes qu’ou a determine les variations de la 
pesanteur a la swface de la iTeptiqi Cette longueur, 
cojfiftlBte'O'd l^yu .^stj^ropioartionnell'e h la pe- 

saRtew< SoiA’dort^^'^ la loagueur du pendqle a s«^ 
coiades solus uiB paraliyetquelconque, L ce que deyient 
P ee-que d^vi®i!i*t/^ sdus Fe'quateur, ou lorsqoe 
ouawra , ,t . ..• i'.'i 

•liov l-p IL.^i ' 1 9 

.nr- *' 

F’^li^^ent! 
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et par suite, 

^ = L + |L7cos“6, 

Nomnisons, /' la longueur du pendule au p 61 e t 
aura r r v 


I' — h __ 5 q 
L - 4* 


Si I’on nomme de ni^me / et R ce que devient le 
rayqn 7' do la surface de I’eUipsoide, au p61e et a I’e-* 
quateur, on trouve 


r — R 

a ~ 4 > 

on aura doqc, relativement aux ellipsoides de revo- 
lution, entre les demi grands axes et les longueurs 
du pendule qui repondent respectiyenient au pole et 
h. I’dquateur, cefte relation remarquable, 


.<.h 


R— / 


34. Nods ne n»us sommes occppe'j'usqu^ici due des 
fluidfes Hopiogenes;, nous aUbns^bnsiderermamte- 
na:nt l‘etat ‘d’e'doiljbre d’une masse fluide beterpg||i^' 
do’ule d\in mouveni'^ttf de rotation autour d’iin a‘xe 
fixe; niais , pour simpMer cet,te que^onj nous 
supposeron^ Cetle ttias’se'cdmposee de poucKe&sembk- 

htk ,;et‘ld d^Lsitd -ae^Orfeanle' ^uivitSfSel- 

conqdedUrdl?tti^^‘a la surface, 

parait dOUfornae ^ la nature des co^s celestes. On 
conpoit en effet que si , lors de la formation de ces 


27,. 
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corps , leurs molecules ne s'etaieut pas disposees de 
maniere que les plus denses soient en meme temps ^ 
les plus voisines du centre , elles se seraient pene'- , 
tre'es comme un corps solide s’enfonce dans^M>- 
fluide , et Tequilibre n’aurait pu exister dans ime pa- 
reille masse. L’e'quation gene'rale de I’e'quilibre des dif- 
ferentes couches sera, n* 58, livre 1°' , 




ouHen , en remplacant V par sa valeur, n° a5, 


z:z27i\f^d, [a^.yo + -^1+ 'g'* Y3+ elc.] ) 

+ N. :■ ■ ■ -■ ■ 


k/) 


- r I 


Les diiFerent^lleset lesintjegcal^ (^nscette eqqatf'on 
se rapportent a la Variable a ; les deux premieres in- 
tegi’ales du second membre devant etre prises depuis 
a=a, en designant par a la valeur de a relative a 
la couche.que I’on considere, jusq^’a la yjileur de 
d ^ surface du flpi^e , que pous 

siippbserops egaie i runite^ Ips deux, derniejres ,int^, 
gral^ Bje la meme equation devant s’^tendre depuis 
u = 6‘jusqn’a «==«. . : 

A la suffaice de la couche, pn a r=ari»4-arl; 
en substituant done cetje valeur d^n^ je^^ ^^rnjes dip 
Fdquation . precedpnte qui sont inde'p^pd^jtff .^e a, 
et faisant,simptenUn't r:^ dans les apt^es,, ou 
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. da^ +4«’f •/« • ^ ■ [a' Yo+ ^ , Y. + g . . T3 + etc.] 

Y.+p.Y.+etc.] 


Le second membre de cette equation doit se reduire 
a une constante, n" 33 , livre I". Si I’onsubstitue done 
pour y son developpement Yo + Y, + Y,+etc., 
et pour N sa yaleur j .gr^ — I-. gT*(cos*8 — 5), et 
que Ton compare ensuite les fonctions semblables de 
6 et de ®, on aura 


J' ■" ./j.d.a'‘Y|,+ — ./f .d.a* 

— Y, -4-i^a‘ ; i 

les deux premieres integrales du second membre de- 
vant ^tre prises depuis a = a jusqu’a a~i, et les 
trois dernieres depuis a = o jusqu’a a = a, Cette 
Equation determinant, simplemfint le rapport quj doit 
exister entre Yo et a, il s’ensuit qu’on peut donner 
ii Yo unb’ valeur arbitraire. On aura ensuke, i etant 
egal hs. 


+^-/r.d.a‘,Y,—ig^(cos^i 

enfin , i dtant un nnmbre queldoffqdfe egal ou'sdpe- ' 
rieur a Tunite , ' ' ' ' ' 




HJl^OiyE AWAIJTIQDE 




sj-j-i'-'f' “til-* 3a' 


Y,./{,./..i’-f 


_ 


/fi/.ii" ■ V("* o 



Cclte etiuation doiiaera b valcur de ¥„ 
chac|uc coucho du fluidc, lorsquo la cien*it« . 

cotiaue. 


Alasur&oft dia flutde, on a ff,d.^jsao, pttbquc 

\m surftm inlWeunrs et extrfrieures d« la coiichc w 
eonlbndent : l^^uation pfdcddCTJfi* drvicnt dnnt'f €*n 
ob«.Tvant fjt»e iioas snpiHisona t It b is,urfaa;, 


V, ./f .«•</«— Y, es o. 

Les couches do niveau dtant soppoMlw MmblaMrs, 
iisctmait tjiic la valeiirde Yiont pour i liaquo coui lur 
ia mdnic <|u li la aurlace j die ost done inddpendanlr 
do n , ct Ton a 

Or, # d#nt dgat on snpifnenr i 1, la fdiietlon 

’ . '»4l , ( ,' • 

I ”” 53:1** toojour* I fwe 

renforme rd(|iialion pf(feddento nr pouf done ilr# 
dgale k *dm | m doit done avoir alom 1l,aa a. 
D’ailleuw, tt Ton tnppcMt i =* 1 , oiipoura toujoiir* 
Wre cHsparaltre 1© lorme cii Y, de I^dcfoalion Or) eo 
plaint roHgidl det oeeidoMod^ m eiiitra dfe grevild 
dn aphtiroide; on torn done gdndralemeot Y, mo, t 
itm m. iwbre eii^ queibatMia© diiVliet de 1 . 
Wana Ic cw* d« » = a , !'ik|ttaticm (A) , 
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, 4a7r Y, ./( 1 — a’^).fa'da-\-\g. (cos*8 — 5) = 0. 

Soit, comme precedemment , ^ -le rapport de la 
force centrifuge a la pesanteur a I’equateur , f ex- 
pression de la pesanteur etant, aux quantites pres de 
I’ordre a, la merae que celle qul aurait lieu a. la 
surface de la spliere du rayon a , c’est-a-dire egale a 
^TT.f f.d.a?, on aura g-= /^Trq.ff.a^da; par conse- 
quent 

— (cos’ 9 — I) . f^.a^du 
V — — ^ 

t 

Le rayon du spheroide a la surface sera done 


3 


. (cos’ 9 — ^). f^.a?-da 
f{\ — o’).5.o“a(a 


Ce rayon est cclui d’un ellipsoide de revolution : 
ainsl done, dans ce cas general, comme dj<rls celui de 
I’homogeneit^ , la surface libre du fluide, et par 
consequent celle de chaque couche de niveau , ont 
la figure elliptique. 

Si, pour abreger, Ton fait 

.j .. 

I’expression du rayott de chaque couche Sfera de cette 
forme: ‘ : 

(i[i H- aYo •— «fi(c6s* 0 — I)]. 
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Y„ etant arbitraires , si I’on fait =: — ^h, i’ex- 
pression precedente devient <3(1 — aA cos^Q) et 
etA r epresente alors I’ellipticite de la couche. A la 
surface dusphe'roide, on a a—i, et le rayon deywrit 
I — atAcos“G. La diminution des rayons, eiY allant 
de Tequateur au p61e , est done encore proportion- 
nelle a cos* 6, et par consequent au carre du sinus 
de la latitude. 

Le rayon osculateur du me'ridien dont le rayon 
est de la forme 1 — aJh cos* 0 , a pour expression 

I — 2 cth (i — f cos* 0). 

Designons par c la longueqr d’un degre mesure sur 
le cercle dont le rayon est i — aaA, I’expression du 
degre du meridien du spliero'ide sera 

c + 3aAc cos* 0. 

c represente done la grandeur du degre' sous I’e'qua- 
teur, et les degres du me'ridien croissent de I’e'quateur 
aupole, proportionnellement au carre du sinus de la 
latitude, tandis que les rayons mene's du centre a 
la surface du spheroide diminuent suivant la meme 
loi. ■ 

Si Ton applique a la Terre les re'sultats pre'ce'dens 
et qu’on la considere simplement comnie un sphe- 
ro'ide compose de couches elliptiques de densite et 
d’ellipticite variables, en substituant pour Y. sa va- 
leur dans re'quatioii {g ) , et en observant que Tin- 
teg^ale ff.d,h est nulle a la surface, on aura 

6 . j'fd. a^h + B(^— 6. {k) 
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Cette equation determine la relation qui doit exis- 
ter pour Fequilibre entre k densite' /> et I’ellipticite 
'v, chaque couche du spheroide. Elle donnera , 
en I’inte'grant, lavaleur de cette ellipticite, lorsque 
la loi des densltes sera connue. 

Lesdenslte's etant suppose'es aller en diminuantdu 
centre a la surface , il resulte de cette equation que 
I’ellipticite de la Terre est moindre que dans le 
cas de 1 homogeneite , a moins qu’on ne suppose que 
les ellipticites croissent de la surface au centre dans 
un plus grand rapport que la raison inverse du carre 

des distances a ce centre. En effet, soit hz=z—^ on 
aura 


ff.d.a^h = f f.d.a^u = uf f ,d.a? + / du.fa^.df. 

Si les accroissemens des ellipticites sont entre eux 

dans un rapport raoindre que ^ augmentera du 

centre a la surface ; du sera par consequent une 
quanllte' positive, etcomme dfesl negatif, puisqu’on 
suppose que les densitds diminuent du centre a la 
surface, fdu/ii^.df sera aussi une quantite nega- 
tive , et en faisant a la surface 

ff.d.a^h=z{h— 

f sera une quantite positive. Uequation (k) , en y 
substituant cette valeur, devient 


6(h — f)rf-d.a^'-\r^(^ — = o, 
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4’ou Toil tins 

r.y — (If 

h w — - 1* - , 

lA’IlipticitcS «/i du spheroido »cra dom: moindre qur 

1^; «!Io sera plus {xUitc }>ar co«»i!cjut*nt qut* dai»» 

le sasdu rhomogtinmtdy uu df dtant uiil, f ealdgal 
a zero. 

On pent coiudure «Ic lit cjue laplatiiwcmeiit tk* 
la Teire, daua rijjpUhisie la plus vraisenthlaye 
qu’on puisae faire sur aa constitution iiitericurw, tint 

pltis grand que ^ , valeur qui repond au cas ou louU* 

sa msHsc wrait niunie li son centre , ct nmindre que 

-|f,i’afcor qui nipond an aw oii cetic ntasM iierait 

homog^oe. £n efleti il eat natural dt aroiraqu« la 
demiy dra couchra du splidroide tarrartra augisientr 
cn approebant du oentra» et cette aupiMtsilion i**.! 
in^nie indispeiisahle b I'^garddi; t<nw h*« < tirp ndesten 
s’Ua ont «td ongtnaireinent fluideti ; il «»l proiiahle 
auMi que ies ellipticttck diminiumt daiw un rapfwrt 

moladra qua ~ , powqtia odle hypothkij donoorait 

uneelHpticiy inflniaaux cotichw inniiiment voisineii 
du centre , oe est absurde. 

S5. Cktiwiddrons les variatioux de la pawnteur i la 
sutface du sphdroMa qua nous supponotit oompoiid 
de couches eliipliqnes d’une densite vartabledu cenirr 
1 k murfatse. 

t» direction de la pesauleur de la surface au centre 
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n est plus alors une* Hgne droite , elle forme une 
courbe dont chaque Element est perpendiculaire a 
la couche de niveau qu’il traverse. L’equation , 
en remarquant que parce qui precMe, on aY, =0, 
¥3 = 0 etc. , donue a la surface ou les couches inte'- 
rieures et exterieures se confondent , 


+* 1 ^ 7 ^ — lgr\(ws^ 6 ~ ly 


^ . loH- 



On aura I’expression de la pesanteur a la surface du 
sphe'roide ^ d’apres ce qui a ete dit 35^ en c\ian- 
geant le signe de la differentielle du second menibre 
de celte equation prise par rapport a r et divisee par 
dr* En noniniant done p cette force ^ on aura 


;,= (»>.Y. + " .Y. ) 


“ ^§''’ -I- S''’-(co8* 6 — I) , 
ou b\eii_en observant qu’a la surface on a 
r= I -f. aYo + aY,, 


et que nous negligeons les quantiles de I’ordre a* et 

ag, 




On peu-t faife disparaltre les integrale^ de cette ex- 
pression, an observant que re'quatiow (^) dontae a 
la surface . ? 
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^ +I.^c«f9-i). 


En faisant, pour abreger, 

!*= — ^Y..y}».£?.a3 _|_ /^et7tff.d.a?Xo- 


et observant qae g=i^.qff .d.a^ , on aura 

p = P 4- P.(f 9 — a^) . (cos* 6 •— -j) , 
ou bien en faisant 

F=P_JP.({j_„4) 

et negligeant les quantites de I’ordre a‘ , 

p=P'.[i + (ly — aA).cos*6]. 

Si Ton suppose 0= go®, on a ^ s= P'; il suit done de 
cette equation que P^ est Texpression de, ,la^ pesanteur 
a 1 equateur , et que la pesanteur crolt de I’equateur 
au pole proportionnellement au carre du sinus de la 
latitude. 

Si Ton nomme I et L' les longueurs du pendule cor- 
respondantes a p et P', on aura 

+(| 2 — aA),cos*0]. 

U est done la longueur du pendule a I’equateur, et 
ses accroissemens de I’e'qualeur au p61e sont epecpre 
proportionnels au carre du sinus de la latitude. 

Si Eon designe par ae Eexces de la longueiSr du 
pendule au p61e sur sa longueur h. I’e'quateur divise 
par cette derniere longueur, I’equation precedente 
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<Jonnera aA | y , equation qui fait connaitre 
une relation importante entre les longueurs du pen- 
dule qui bat les secondes a la surface du sphero’ide et 
son elliptioite. Dans le cas de I’honiogeneite , on a 
, aA = I ^ , et par consequent , as — ah, comme 
nous 1 avons vu n° 35 ; naais , si le spheroide est he- 
terogene, I’exces de la longueur du pendule au p6le 
sur sa longueur d Vequateur dime' par cette demiere 
longueur, et I’exces de I’ axe de I’e'quateur sur I’axe 
du pole dime par ce dernier axe, forment deux 
fractions dont da somme est constante et Sgale au 
double de V aplatissement que le spheroide aurait dd 
prendre dans le cas de I’homogeneite. 

36. Les formules precedentes donnent le moyen 
d exprimer, d’une maniere tres simple pour les sphe- 
roides^dont la surface estsupposee fluide et en equi— 
libre , la fonction d’ou dependent les attractions du 
spbero'ide sur \m point exterieur. Eh effel, les for- 
mules (Ji) et (/n) donnent 

ff: =;§y. .if,, a^da 4-1 *:£(PQS* 0-^,^) : ,, 

i etant un nombre quelconque diiferent de 2 . 

Si Ton s;ub?titne,jCes valeurs dans celle de V rela,tjve 
aux pojnts exterieurs n“ ^3 , qu’on place I’origipe:^ 

coordounoos. ^i)^p^tre,dp,grayite du spbergideia.,^ 
qui donne Y, = 6, _ft qu’on suppc^e, ¥„ q^^ra 

V = ^£r 4 +^-+elc.)J/f,«‘aaq^lVi.(cos*8- 

Dans cette expression, ^'tefft^da^ YmiegnAe etant 
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prise depuis a=o jusqu’a a= j , represeute k masse 
de la sphere dont le rajon est i et que Tequatioti 
Yo=so suppose e'gale en solidile au sphiroide; 
4'7rffa’‘da est done ^gal a la masse du sphiroide. 

La valeur precedente de V convient a toute esp^ce 
de spherdides. Si Ton consldere le cas particuHer ou 
le spheroide est compost de couches semhilables 
dont la density varie suivant ttpe loi quelconque du 
centre a la surface , on aura ' 

/i (cos* 0 —i), ¥3 = 0, ¥4=0, etc.: 

On a d’ailleursg = 47 T 7 /fa*< 5 ?«a!; ^ar eoiise'quent, ' 

■ , Cette expressidu s’applique naturellement aux pla- 
n^teSi, et en .partictiiierala Tenre' dorit k surface est 
rec 0 u;verte iCn ttfes grande p^utie'd’un fhtide 
libre. i . ■'•V) r-iT • 

37 . Nous termiuerons ce chapitre en exposant quel- 
ques pfoprietes generales relatives a la figure ' des 
corps celestes, qui derivedt tres simplcment .de Fex- 
pression des rajpns de leurg surfaep^ et qu’il jest 
dWanrf de ednnaitf^']’^^^ sont ,inie'- 

pexidarit^ sfiV lent dbiasliitutron 

intbrieure.' NckgIcdnSdeWons ici le cas IC plu^ ge- 
neral, eelui' Od'de sph^dide, tddjd'nrs fftiide, a sa 
surface, pent recdtiviii:* unnojiih soli'de'peut diffe - 
rent de la sphere. r , ' 1 t; 

La premik’e de ces proprie'tds depend de fa nature 
^u, ] de grav ite’jj 'el^ :C|E>nsisitie>en: ce que ila mass^ 
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fluide en equilibre doit toujours se disposer de ma- 
niere que la fonction disparaisse de Pexpression 
du rayon mene du centre du spheroide a la surface^ 
en sorte que le centre de gravite de cette surface 
coincide avec celui du spheroide. ' 

En, eifet, soient dHA une des molecules du sphe^ 
roide , et ses trois coordonnees rectangu- 

laires^ on aura^ en placant I’origine des coordonnees 

au centre de gravite , 

• ) 

fxdm — o, /rf/M'=o, /z^;m=po. 

Nommons R le rayon mene du centre de gravite du 
spheroide a 1 element ^ 6 1 angle (jue forme qc 
rayon avec Taxe des x qui est aussi I’axe de rotation, 
et (a Tangle compris entre sa projection sur le plan 
desy', z et Taxe des y. On aura 

j?~Rcos 6 , jy = R sin 6 cos z=Rsin 0 sin<a 
cZM = sin 6 . 

Les trois equations qui resultent des propriety du 
centre (ie gravite deviendront done 

f pR^dRdQd® sin 0=0, 
f fK^dKd^dco sin* 0 sin a = o , 

. 5 f f R’dR^Ocio) si n* 8 cos a = o . 

Supposonrl'integrale ffK^^dK prise relativ^mcnt 
k R, depuis‘R=aoJusqii.’k la surface, et ddveloppee 
dans une suite de la forme 

i if! ) 

No -f- N, -f- etc. , 

dont chaqhe terme soit assujetti S Te'qu^tion aux dif- 
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ferences partielles , 


• fl 

.sinfl ^ 
sin 


t d^'Ni 
sin^5' da^ 


+ id -f- i)Nj = o. 


On aura generalement, par le theoreme du n“ i8 , r 
etant different de Funite , 

y'Ni sin G cos ^d^da> = o yiSfi sin* 6 sin cedfydce = o , 
yNjSin* 6 cos atd^doo = o , 

Les trois eq^uations (1) devieridront done simple- 
nient , ea vertu des precedentes , 

/N, sin Geos ^d^dmz=zo, /N, sin* 0 sin a) =s o ^ 

yN, sin* 9 cos o) = o. 

La valeur de N, est de la forme 

N,=H cos G + H' sin 9 sin a -f-H* sin G cos oi. 

Si Ton substitue cette valeur dans les equations 
donnees par la propriete du centre de gravite , on 
verra, que pour y satisfaire, il faut supposer 

. H = o, H' = 6, H*==o, 

et par fconseqnent N,- i= ov, Or, cette -condition 
est la seule necessaire pour que I’origine des rayons 
R de la surface soit au centre de gravite du sphe- 
roVde, 

En effet , supposons le spheroide un solide peu dif- 
ferent de la sphere, recouvert d’un fluide en equi- 
lil?re; on aui'a, dans ce cas , R=a(i et pAr 
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consequent ' 

ffK^dK 4aj)], 

la differentielle et I’integrale indique'es etant rela- 
tives a la variable a dont p est fonclion. On aura 
done dans ce cas , en mettant pour y sa valeur 
Yo+Y. + etc., 

L equation (m') du n“ 54 donne a la surface, efi ob^- 
servant qu’alors a= j , - 

fp.d.a^Y,=YJf.d.a^, 

la valeur de Y, se rapportant a la surface. On aura 
done 

et puisque N, = 0, quand on suppose I’origine 
des rayons R ari centre de gravite, on aura, dans ce 
cas, Y, = o. Ainsi done la fonclion Y, disparal- 
tra d’elle-menie de I’expression du rayon de la sur- 
face du sphero’ide, toutes les fois qu’on pi'endra le 
centre de gx'avile pour origine des coordonne'es , 
mais il n’en resultera aucune condition particuliere 
pour Ics fonctions Yj , Y3, etc. 

Nous avons vu, dansle chapitreV, liv. i^jqud poqr 
la stabilite du mouvement de rotation d’un corps,' il 
faut que I’axe autotxr duquel il tourne coincide toU- 
jours, a tres peu pres, avee I’un de ses axes princi- 
paux; Si cette condition n’e'tait pas'remplie a I'egard 
des corps celestes , il en rdsulterait dans la position de 
Tome IL ■ 28 
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leurs axes de rotation des variations sensibles , sur- 
tout pour la Terre ; et conime les observations les 
plus precises n’en font apercevoir aucune, il en 
faut conclure que les molecules de ces corps , a I’e- 
poque de leur formation, se sont disposees de maniere 
a rendi’e stables leurs axes de rotation. II en resulte 
une nouvelle propriete relative a leur figure , et qui 
consiste en une forme particuliere que doit prendre 
dans ce cas la fonction Ya qui entre dans I’expres- 
sion du rayon mene de I’origine des coordoniiees a 
la surface du spherdide. 

•Pour le faire voir, designons par x,j-, z les trois 
coordonnees reclangulaires de I’element dM. rap- 
port^es aux trois axes princlpaux qui se croisent an 
centre de gravite du sphero’ide j on aura , par la 
nature de ces axes , 

f = o , f xzdM = 0 , fjzdM.=o. 

Si I’on substitue pour ar, z et dM. leurs valeurs 
precedenles , ces equations deviennent 

f f'R.*d^Kdddco . sin* 9 cos 0 cos o) = o , 
ffR*dKdBda> .sin* 0 cos 0 sin « = o , 
f .sin* 6 sin = o. 

Supposons I’integrale / fK^dK prise par rapport a 
R , depuis I’origine des coordonnees jusqu a la sui'- 
face, et developpee en suite de la forme 

Uo+U,+.U. + etc.; 

fv. ! * 

lit fonction Ui etant, quel que soit i, assujettie h. 
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I’equation aux diifereaces partieUes 

cZ.sinS— =- 

di , X d“Ui ... 

‘ " sin^0* da^ ** ijUi — o. 

En observant que les fondions sin 9 cos 0 cos lii , 
sin 0 cos 6 sin a et sin*&sin 2 Ci) sont comprises dans 
la forme gene'rale U., on aura par le theoreme 
du n“ i8, X'Ctant diiferentde a , 

fUiSdcc sin 0 cos 6 cos a = o , 
f\Sid^da> sin 0 cos4sin a> =± a , 
f\2id^dc6 sin* 0 sin aa = o , 

et lestrois equations donnees par les proprie'te's des 
axes principaux deviendront ainsi 

f\5jd^da) sin 0 cos 0 cos « = o , 
fU^d^doi) sin 9 cos 6 sin a = o , 

/U^dQdo) sin* 0 sin zco =o. 

La fonction U, est de la forme 

K(cos* 0 — sin 0 cos 9 sin <5^-f-K"sin0cos 0 cos a 
+ K"' sin* 0 sin aa + K’’ sin* 0 cos 2 a>. 

Si Ton substitue cette valeur dans les equations prd- 
ce'dentes, elles donneront 

K' = o, K''==o, K* = m: .< 

Ce sont les conditions n^cessaires et snflfeantes'jwur 
que les trois axes des a:, desj et d5® z soient des 
axes principaux de rotation, et il en r^snJtb que U, 

;a8*« 
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est de la forme 

K (cos* 6 — i) + K-"' sia* 0 cos acD. 

Voyons ce que* devienl la valeur de Ua relatlve- 
ment a un sphero'ide tres peu different de la sphere 
et reconvert d’un flulde en equilibre. On. a, dans ce 
cas, R = £t(i et par consequent , 

//-R-f^R = i .//»«?. rt®(i + 5ay) ; 

en substituant done poury' sa valeur 

Sr, H— Y, -f- Ya ”{“ etc. , 

on aura 

Ua = 

On a , par I’equation Qi) , n® 34 , a la surface du 
sphe'roide , en supposant que la seule force etrangere 
qui agitsur lui est la force centrifuge due i son mou- 
vement de rotation, 

^ fpd.aFi,= I ctTT^^.jf.d.a^ + |. (cos* 0 — k). 
On aura done 

U. = I- Y. ./f d.a? + g. (cos- e - i). 

L’expression ge'ne'rale de Ya est de la forme 

4(pos*0 — ■|)+A:'sin9 cos 0 sin sin Geos 6 cos 
-|-A"sin* 6 sin 20 )+^*’' sin* 0 cos n/a, 

§i t’on substitne cette valeur dans I’expression pre- 
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cedenle, qu’on remplace de meme U» par sa valexir 
K(cos*6 — I) +K''^sia*9 qos 2ft>, en comparant les 
fonctions semblables dans les deux membres, on 
aura 

k' = o, k!' = o, A'" = o,' 
et I’expression de Y, sera de la forme 

k (cos* 6 — -3) -1“ A*’ sin* 0 cos 2 a. 

II suit done de la supposition que le spheroide 
tourne autour d’un de ses trois axes principaux , que 
les trois constantes k', k', k'" qui entrent dans la va- 
leurde Y, sont ndee^sairement nuUes ;’ inais il n’en 
I'esulte aucune condition re'latiye^atix ctonstantes k 
et k", qui restent inddterminees ainsi qu6 les fonctions 
f file. ^ 
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CHAPITRE VI. 


, ’i • ■ 3 H ' I ^ 

Comparaison de la theorie precedents aux 
observations. 

38ii d’abord sph6>o‘id|e terrestre, et 

comparon^, relatiremeht a la Terre , la figure qui 
resulte de la theorie precedeote avec celle que Ton a 
conclue des observations. • Quatre me'thpdes dis- 
linctes ont ete appliquees a cette de'te*i’mination. La 
premiere, tout^ directe et pour ainsi dire 'me'ca- 
nique, consiste a mesurerdes arcs de meridieas et de 
paralleles sur divers points du globe et a determiner, 
en reunissant ces portions de la surface terrestre, la 
figure la plus probable du sphero’ide auquel elles ap- 
partiennent. Toutes les investigations de ce genre 
qui ont e't^ teritees jusqu'ici conduisent a un re'sul- 
tat incontestable , c’est que la Tprre a la forme d’un 
spheroide aplati vers les poles et renfle a son equa- 
teiir , comme Texigent les lois de THydrostatique 
Les m^mes observations moatrent, il est vrai, qu’en 
quelques-unes de ses parties la Terre s’eloigne sen- 
siblement de la figure d’un ellipsoide de revolution ; 
mais lorsque Ton compare entre elles les valeurs 
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ixioyeunes des degres mesures a des latitudes tres 
distantes , I’influence des irregulariles de sa surface 
sur les resultats des operatious geodesiques est beau- 
coup atteuuee, et I’ou trouve alors qu’elle diffwe 
peu d’un spherdide elliptique dont I’aplatissement 
serait de 3-^. 

Le second procede' qu’emploient les geometres pour 
de'terminer la figure de la Terre, re'sulte des varia- 
tions qu’on observe dans I’intensite de la pesanteur 
aux diflerens points de sa surface , et qu’on calcule 
avec beaucoup de precision parlemojen du pendule. 
Si la Terre a la forme d’un ellipsoide de revolution 
peu different de la sphere , d’apres la the'orie deve- 
loppee dans le chapitre precedent , les accroissemens 
de la longueur du pendule a secondes transporte' en 
divers lieux du globe , doivent etre prqportionnels 
au sinus du carr^ des latitudes ; il sera done facile , 
•en soumettant les experiences a cette loi, de recon- 
naltre si la Terre s’ecarte ou non de la figure ellip- 
tique , et de determiner dans ce dernier ras §oa 
aplatissement. Les resultats de ces reeherches out 
montre que les inegalitSs du spheroide terrestre ont 
beaucoup moins d’influence sur les variations des 
longueurs du pendule que sur celles des, degres des 
mdridiens, cprame I’indique aussi la theorie, qui 
prouve que les termes qui ecartent I’expression d®s 
degres terrestres de la loi elliptique, soat ;aiiectes 
de coefficiens plus considerables que les teEnaes cor- 
lespondans dans I’expression des longueurs du pen- 
dule. 11 s’ensuit que cette seconds mdthode est 
beaucoup plus propre que la premiere a fourair sur 
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la figure de la Terre des notions exactes, et I’aplatisse- 
ment qu elle d.onne s’accorde d’une facon. remarquable 
avec celui qui resulte de 1 observation desinouveniens 
de la Lune. 

Cette troisienie naaniere de determiner la forme de 
notre globe, moins directe que les deux premieres, 
est peut-etre yn des .resultats les plus surprenans 
quait produits 1 application del’Analyse a la grande 
loi de 1 attraction universelle , et merite d’obtenir 
nne place importante dans I’histoire des progres de 
1 esprit humain. Elle consiste a reconnaltre, parmi les 
iiombreuses inegalites du mouvemenl de la Lune , 
•celles qui dependent de la non- sphericite de la 
Terre , et , en comparant leurs valeurs donnees par 
Tobservation a celles qui resultent de la the'orie dans 
la supposition que la Terre est un spberoide ellip- 
tique qni exerce sur la Lune une action modifiee-'par 
sa figure, a determiner la valeur exactede son apla- 
tissement. Laplace , qui le premier concut cette idee 
ingenieiise , a trouve, d’apres les observations de 
Burg, que I’excentricite de la Terre resultant deces 
phenomenes etalt de et'peut-etre est-ce la don- 
me la plus exacte que nous ayons sur cet aplatisse- 
ment, a causfe des difficultes des autres observations 
quiledd^terminent, et de I’influence qu’ont sur elks 
les causes particulieres qui ecartent trop souvent la 
'Terre de la figure elliptique. 

Enfin, les phenomenes de la nutation et de la pre'- 
eession des equinoxes fournissent encore des ren- 
seignemens precieux sur la figure et sur la consti- 
tution du sphe'rdide terrestre. Ils ne donnent pas, il 
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est vral, la valeur absolue desoaaplatissement , inais 
ils font connattre deux liniites entre lesquelles celte 
fraction est comprise, et ces limites sont et 5^3. 

39. De'terminons d’abord la figure de la Terre .qui 
resulte desmesures directes prises asa surface. Si Ton 
imagine un plan passant par I’axe de la Terre etpar 
le zenith d’un point donne de sa surface, ce plan 
tracera dans le ciel un grand cercle qui sera le meri- 
dien du lieu , et la courbe que ce plan intercepte 
Kur la surface de la Terre se nomme le meridien 
terrestre, ou, par abreyiatiou, la meridienne. 

Lorsqu’en partant de I’e'quateur, on s’avance sur 
cette courbe en marcliant yers le nord, on voitsuc- 
cessivement la hauteur meridienne des etoiles situees 
au nord augmenter, tandis que celle des etoiles ‘si- 
tuees au midi eprouye une depression proportionnee. 
Cette remarque tres simple a sans doute donne aux 
hommcs la premiere idee de la forme arrondie du 
globe. Si la Terre etait spherique , Ics degres du rae- 
ridlen, mesures a di verses latitudes, seraiepl tons 
egaux entre eux ; mais robservation p fait recon- 
naltrc des diflTe'renees notables dams ces degre's, et elle 
a montre qu’ils allaient en croissant k mesure qu’on 
s’eloigne ^e I’equateur; d’ou Ton a conclu que la 
Terre est un spheroide aplati versles pbles. En.effet, 
concevous pour fixer les idees que la Terre est un 
ellipsdide de revolution : on peut snppogex qu’un 
arc tres petit du meridien se confoud .sensihlement 
avec le cercle osculateur determind pax Tinterse'etion 
des deux norraales menees a ses extrdraites, et I’arc 
de cercle conipiis entre ces normales sera d’autant 
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plus grand que son rayon sera plus considerable. Or, 
aux poles ou a Tcxtremite du petit axe, I’ellipse 
pendant un court intervalle forme, a tres peu pres, 
une Iigne droite , les deux normales qui determinent 
le rayon du cercle oscukteor sont presque paralleles ; 
ce rayon , et par consequent le degre du meridien , 
sont alors plus grands que sur tout autre point. La 
courljure des arcs elliptiques augmentant ensuite de 
plus enplus, les rayods osculateurs vont en diminuant 
sans cesse du pole a Tequateur; par consequent les 
degres doivent aller en croissant, a mesure qu’on 
avance de ce second point vers le premier. 

Nous ne nous proposons pas d’exposer ici les pre- 
cedes geodesiques qui servent a determiner les arcs 
du meridien terrestre; ontrouvera sur cet objet des 
details circonstancies dans I'ouvrage de Delambre, ou 
cet astronome decrit les operations qu’il a lui-m^me 
executdes avec Mechain, pour ia'det©fmin!{Mjo‘n'*de 
I’arc du mdridien corapris entre Dunkerque et Bar- 
celone. Nous donnerons simplement les resultats des 
travaux qui ont ete entrepris a diverses epoques pour 
la mesure des degrds de la me'ridienne , et nous indi- 
quefons la methode que Ton doit suivre pour en con- 
dure qneUe est la figure la plus probable que ces 
mesures assignenta kTerm. On concoit en effet que, 
comme il est impossible de de'terminer danstoute son 
etendue le me'ridicn terrestre , il faudra conimencer 
pav faire une hypothese quelconque sur la nature de 
cette coui'be et sur la figure ge'nerale du globe. On 
detefminera ensuite lesarbitraires de ces suppositions 
au moyen des donnees fournies par les operations 
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geodesiques , et Ton examinera enfin si la figure qui 
en resulte '^our le sphero'ide terrjstre peut concor— 
der avec celle que 1 on co.nclut des autres phenomenes 
observes. 

Supposons, eu premier lieu, le spheroide el- 
liptique et de revolution. C’est Thypothese la plus 
simple que I’on puisse faire sur la figure de la Terre, 
puisqu on sait d’avance que Thypothese d’une figure 
spherique ne sauvait lui convenirj d’ailleurs, c’est 
celle qui resulte directement des lois de I’Hydrosta- 
tique , si Ion suppose que la Terre etait originairc- 
ment fluide et homogene, et ’qu’elle a conserve, en. 
se durcissant, sa figure primitive. Proposons-nous 
done de determinfer, parmi toutes les figures ellip- 
tiques qu’on pent donner an meridien terrestre , 
celle qui s’accorde le mieux avec les degres mesures. 

Soient c, , c, , , etc. , les longueurs de ces degres, 

LijL.jbaj etc., les latitudes con'espondantes au 
milieu de chacun d’eux. Puisque nous supposons que 
la Terre est un eliipsoide de revolution qui s’ecarte 
peu de la figure de la sphere , la variation des degres 
i sa surface sera proportionnelle au carre du sinus de 
la latitude; on aura done generalement 

c = ci -I- 4 *. 8in*L , {a^ 

} ■' ' 

fl et A dtant deux constantes dont la prensi^re re- 
presente la grandeur du degre h. requafenr etPautre 
ddpend de Taplatissemcnt du sphe'rolide terrestre. 

En substituant respectivement c;, 0 ., Cj, etc. , 
L , , L, , Lj , etc. , a la place de 0 et E dans I’equation 
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prceedente ; on aura autant d’ecjualions (ju’il y a eu 
de degres mesure|. Si la Terre etait rigoureusemeiit 
elliptique^ et si les observations etaient parfaite- 
nient exactes, toutes ces Equations, de quelque ma- 
niere quon les coipbinat entre el les j donneiraient a 
tres peu pres pour a et 5 les memes valeurs; mais 
cela napasjieu generalement, et les degres mesu- 
-r^ a divers^s latitudes out donne pour la figure 
des mdridiens des ellipses tres differentes,. II s’agit 
done de combiner le sjsteme des equations prece- 
dentes, de mapiere a en tirer les valeurs des inconnues 
a et b qui, substituees dans la formule (a), repre- 
sentent, avecle plus de precision possible ^ les me- 
sures observees. Voici, pour y parvenir, une me- 
thode tres simple et qui peut etre utile dans une 
infinite decas semblables, par escemple, lorsqu’etant 
donne un nombre quelconque d’observations d’une 
edmete dL s agit de determiner parmi toutes les 
courbes paraboliques qui peuvent representer sa 
marche^ celle qui satisfait plus exactement que toutes 
les autres a leur ensemble. 

Comtne il est impossible, quelque valeur qu’on 
suppose aux constantes a et b, de satisfaire a la fois 
a toutes les equations qu on peut former par la subs- 
titution des quautites c*,, c,, etc. , L,, L,, etc. , a la 
place de c et L dans I’equation (< 2 ^, on suppose que 
les diffe'rences des resultats sont dues aux erreurs dont 
les observations sont susceptibles. La question revient 
alprs a trouver le systeme de ces* erreurs , qu on pent 
distribuer arbitrairement sur Fensemble des observa- 
tions , dans lequel la^ plus grande erreur est moindre, 



DO SySTfeME DU MOI«DE. 44'5 

abstraction faite da sigtje , que dans tout autre sjs- 
teme, et a determiner a et b par cette condition. 
C’est k qtioi on parvient tres facilement par la me- 
ihode des moindres carres , imaginee par M. Le- 
gendre , et que Laplace a en effet reconnue comme la 
plus exacte et la plus simple que Ton puisse employer 
dans toutes les questions de ce genre. Ce precede 
consiste a rendre la somme des carres des erreurs 
un minimum par rapport a cbacune des inconnues 
du probleme. On forme, en exprimant analy tiquement 
cette condition, autant d’e'quations qu^il y a d^incon- 
nues a determiner , et il ne reste plus pour les obte- 
nir qu’a resoudre ces equations par les methodes 
ordinaires. 

Soient done a,, e^, 63, etc. , les erreurs des degres 
mesure's c,, etc., en substituant c, -f- e,, 

etc. , a la place de c, , , etc. , dans la for- 

mule (a), on formera les equations suivaules : 

c, — a — i .sin* L, 

Ca — a — i .sin*L, 

C3 — a — ‘ b .sin* L3 


— a — ft. sin* L„ 

) 

n ^tant le nombre des degres mesures. 

II faut exprimer maintenant que la somme des 
carres des erreurs -4- el + etc. est un minimum 
par yapport k ebaque inconnue'aeti, ee qui reyient 
dvidemment k multiplier tous les teniies de cbacune 
des c'qug.tions precedentes par le coefficient de cette 
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inconnue , prise avec sou signe ^ et a egaler a zero 
la somme de ces produits. Alnsi, tous les coelli- 
ciensde a e'tant I’unite dans les e'quadons precedentes, 
pour obtenir I’equation du minimum par rapport a 
il suffira de les aj outer entre elles; pour former la 
meme equation relative a , on multipliera la pre- 
miere par sin*L, , la seconde par sin* , la troi- 
siemepar sin^Ls^etc. On ajoulera ensuite entre elles 
les equations resultantes, et en egalant a zero les deux 
sorames precedentes, on aura les equations chercbees. 
On trouvera, de cette maniere , les deux equations 
suivantes : 

a»-l-5.2.sin*L, — 2.C, =o, ] ■ 
a . 2 . sin* L, . 2 . sin* L, — 2 , c, sin* L, = o, j 

la caracte'ristique 2 designant gene'ralement la 
somme de toutes les quantites semblables qu’on peut 
former en conside'rant I’ensemble des observations 
donnees. 

Les deux equations (c) suffiront pour deter- 
miner a et h , et en substituant ensuite leurs va- 
leurs dans les equations (•^), on aura les erreurs 
etc. , qui conviennent au syst^me ou les 
erreurs extremps sont renfermees dans les plus etroites 
llmites possibles , et Ton verra si ces erreurs sont 
telles, qu’on les pnisse attribuer aua^ incorrections de 
I’observation. Mais si parmi elles il s’en trouvait 
qnelqu’une trop considerable pour qu’il soit possible 
de I’admetti’e, on rejetterait les degres mesurqs qui 
ontdonne cette erreurcomme jirovenantd’operations 
defectaeuses, et Ton delerminerait les constantes a 
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et h au moyea des equations restantes , qiii donne- 
raient alors des resultats beaucoup plus d’accord avec 
les observations. 

Comme les considerations qui pre'cedent sont fon- 
dees sur la supposition que les degres croissent propor- 
tionnellementau carre de la latitude, et qufe la nidme 
loi , dans 1 liypothese de la figure elliptique de la 
Terre, convlent egalempnt a la variation de la lon- 
gueur du pendule, il est clair que la melhode que 
nous venons d’exposer peut s’appliquer identique- 
ment aux inesures du pendule a secondes observees a 
diverses latitudes, et donne le moyen d’en dedulfe 
avec le plus grand degre de probabilite possible Ta- 
platissement de la Terre. 

4o. La me'thode pre'cedente est la plus simple que 
Ton puisse employer pour reconnaltre si la figure du 
splieroide terrestre, conclue des mesures geodesiques 
prises il sa surface et de I’observation du pendule , 
s’accorde avec celle qui resulte des autres pheno- 
menesj inais die suppose que les degres du meri- 
dien que Ton compare entre eux ont cte conclus 
d’arcs differens , mesure's dans des regionsj e'loigge'es 
du globe. S'il s’agissait simplement de deduire de 
I’un de CCS arcs, mesure avec beaucoup de soin, comme 
I’a etc I’arc compris entre Dunlterque et Barcelone , 
I’aplatissement de la Terre , void la methode que 
Ton suivrait dans ce cas. 

Nous avons vu, n° $4, que si Ton suppose que 
la Terre, originairement fluide,, a CQuserye en se 
refroidlssant la figure qu’elle avait prise a I’elat 
d equilibre, le rayon de sa surface pouvait dre ex- 
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prime par la forntiile suivante : 

r = a[i — ah 006 “ 6), 

a repre'sentant le demi-axe de I’equateur, Q Tangle 
que forme le rayon r avec Taxe des poles , et ah Ta- 
platissement de la Terre, que nous regardons comme 
une tres petite quantite dont on pent ne'gliger le 
carre et les puissances superleures. 

Nommons s I’arc du meridien terrestre comprls 
entre les deux rayons vecteurs <2 et /•; on aura gene- 

ralement ds =: — dr^ , Tare s etant sup- 
pose croitre de Tequateur aux p61es. La valeur pre- 
cedente de r donne , en la differenclant , 

dr = 2 aah sin 6 cos 6d9. 

On aura done , en negligeant les quantite's de Tordre 

dssr: — reJG = — ad& . (i — aah cos® 0) , 

d’oii, en integrant, on tire ’ 

* s = const. — aS.(i — iah) -\-^.aah sin 20 . 

Introduisons dans cette formule, au lieu de Tangle 
0, la latitude L correspondanle a Textremite deTarc s. 
Quelle que soil la nature du meridien terrestre , il est 
aise de voir qu’on aura 

. tang[&— (go®— L)] = ~^, 

d’oii Ton tire, en observant que dr est du premier 
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ordre pai* rapport a a, et que nous 
carre de cette quantite. 
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negligeons le 


L = 9o'> — 6_ 


rdh* 


ou bien eu substituant pour r et ^ leurs valeurs 

L = go® — 0 + aA sin 20 j 
on aura done reciproqueraent 

0 = go® — nk sin 2 L, 

Cette valeur substitue'e dansl’expressiondei dorinera, 
aux quautites pr^s de I’ordre a*, 

s-=:a{i — i ah) . L — I . aah sin 2 L. 

Nous najoutons point de constante au second mem- 
bre , parce que nous supposons I’arc s compte de 
1 e'quateur , ce qui donne ^ c=: o en meme temps que 
L = 0 . 

Designons par S le quart du mdridien teri’estrCy en 
faisant dans I’e'quation prdce'dente 

L=9o® = i7r, 

on aura 

S = ' 

.>• <1 i ' n. j . 

et par consequent, " ; , 

— 4“^ si”! ' V . * . 

En defeignant par L' la latitude cori’espondante a 
Tome II. on 
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d’un autre arc du meridien on aurait 

de meme 

/ = ^ . (L' — I all sin aL'). 

L’arc compris entre les deux paralleles con’espon- 
dans aux latitudes L et 1/ sera done • 

s' — 5 . [L' — L — iah (sin aL' — sin aL)]. 


Cette equation etabllt la relation qui doit exister 
entre la louigueur d’un arc quelconque du roeridien 
et les latitudes de ses points extremes. Soil s la lon- 
gueur du degre mojen du meridien terrestre , ou 
la longueur du degre sous le parallele de 45“ , on 

C 

api'K — == s, Tequation precedente, en y substi- 

tuafiicette valeur, donnera immediatement la lon- 
gueur du degr^ , quand raplatissement ah du sphe- 
ro’ide terrestre sera determine. 

Maintenant , soient L. , L 3 , etc., les latitudes 

respectives des extremites des arcs du meridien , 
S 3 , comptes de Tequa^teurj en substltuant suc- 
cessivement ces quantites a la place de L et de ^ 
dans I’equation precedente , on formera un sys- 
teme d’equatiSns semblables qui serviront a deter- 
miner Tell ipse qu’indiquent avec le plus de vrai- 
semblance , pour le meridien tei’restre , les arcs 
mesures. Pour cela, on appliquera S ces equations 
la metbode du n* 5q; on designera par c. , 

f: , ‘ 
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cj, etc. , les arcs ifteffare's du fn^rfdien, a iJWtaSr 
du parallMe qui correspond k la latitude L' en 
sorte qu'on aura = c. = ‘ 5 

on nommera, comme prMeaiment, L., L,,!*, ete.> 
les latitudes, et Ton d&ignera par e., e., ^3 les er- 
reurs dont latitudes sOnt affect^es, et qu’on pent 
attnbuer, soit aux observations aslronomiques d’oii 
elles sont deduites, soit aux mesures geodesiques dotit 
les inexactitudes influent sur les latitudes des pa- 
ralleles qu’on suppose sdpares ipar les intervalles 
c., etc, Les erreurs e., 03, ctc.> ^tant dte 

petites quantitds, on ponrra d’ailleurs negliger les 
termes oil elles se trouveraient multipliees par A; ob 
aura ainsi les ^qiitations suivttntes : 

3 , ” ■ 

L. — L, — ~«Asit>CL. — L.),c6s(I., + L,)_ = e, , ] 

3 i 

L3_L. — -«AMn(L3 — L.).cos(L 3 + L,) — =e,-ej, / 

3 I 

_ L, — sinCL^ — L,) . cos(^ + L,) - fi 4^ i, . > (d) 

j 


3 

I., — L, — -»h sin (L, _ L,) . cosCL, + L.) — ~ 

s 

Dans ces ^uations , les latitudes L etL' sont suppo^- 
se'es exprimeesendegresj il faudra done exprimer d4 
m^me la quantite ak^ ce qui revient a muitri^er pa^ 

les ^ coefficiens dont elle est a£Fecte'c. V 

Comme il est important de ddterntteel^ 1^ 
e. , e. , etc. , indepeudamment J’une de I’autre, on 

39 -v 
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pourra considerer e, comme une nouvelle iaconnue 
donnee par I’dquation e, — e, = o ; eix joignant cette 
equation a celles qui precedent , on aura autant d’e- 
quation^ qu’il y a eu d’arcs mesure's c*, etc. On 
determinera ensuite , par la methode des moindres 
carres, I’hypothese eUiptique dans laquelle la phis 
grande erreur est un minimum .et Ton reconnaitra 

elle est comprise dans les llmites de celles dont les 
obsei^vations sont susceptibles. 

Les memes considerations conviennent, d’apres ce 
que nous avons dit n® 5g, aux observations de la lon- 
gueur du pendule a secondes, me§uree a differentes 
latitudes* 

4i. Appliquons d’abordles methodes precedentes 
aux principaux resultats qu’ont prodnits les grandes 
operations entreprises en diverses contrees, pour ob- 
tenir la mesure exacte des degre's des meridiens terres- 
tres. Parmi ces degres, cboisissoas les, cinq suivans, 
qui sont evalues en parties de la double toise qui a 
servi a no^surer Fare compris entre Dunkerque et 
Barcelone et a laquelle on a donne le nom de module. 


j Observateups. 

Longueurs 
(les . 
degres. 

Latitudes 
correspond, 
au milieu 
de clia(jue 
degre. 

Arc total 
mesnre 
d’oii 
le degrt: 
a etc 
conclu. 

Bouciier (au Perou) ..... w . j. 

La Caille (au cap de JJonne-Esperance) . . . 

Boscovich (Italiel, 

Pelaignbre et Mechain (Ftance). ....... 

1 Cfaiitaut , Mnuperiuis , etc. (Laportie). . . 

mod‘ 

28376.5 
285 t 8,5 
'.^8489, 5 
285 o 9,2 

28702.5 

00 0' 0" 
33.i8.3o 

43. I. 0 

46.1r.58 
06. ao. 0 

30 7' " 
r.ili7 

2. 9, 5 
0,40.20 
57.29 
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On voit ■, pair ce tableau , que , quelle 'qlie soit Ik 
figure de la Terre, toutes les bbservations s’acCor- 
dent a montrer que les degres du .iilieridieri VohUieirt 
, augm^ntant de 1 equateur^ 'alix p 61 es’) ce qui i'ndiqtie,’ 
n.° 59 , une diminution eermspondante datis Ijes rayons 
du spheroide terrCstre , et par consequent un apla- 
tissement dans le -sens des p 61 es. > :■ 

Au moyen dfe ces valeurs, les' equations' l^l')'‘dit 
n° 39, devienn’en®* > '; . . : ni .!i 

' ^ . ■■ 's U" -ir!.' • . ' ■ 

n8376'"‘^‘,5 — a ^ A,p,qo.ooo 
" 285 i 8 ,5 — a — 6 .o, 3 qi 56 ;;= ej I 

^8489 . , ,5 ^ — A,-; 0 , 4654 i ^ f3 '){e{) , , 

n 85 p 9 .,»? — 04,2093 =? I , 

28702 , ,5. -T7 a ~ h .9, ^§3887; F=^ e ^, ,, 

et Ton en dMuit yiour les dquatiods'qni 're'sultenf dB 
la condition que la sqmnie des carrds des erreurs soil 
un OTwmMTn. ' ‘ ' ' 1 , 


' ■ A -rfr -TT- srs'jO,*^ ■ .'i! ) 

< . a -j- nw' 28582’“”'' ■= (0,1;’ 

d’oul’ontire " ^ '‘V’"'' 


^ 28368““^' , 5 = 354"”*- ,47. 

■ , -ip iiti/i 

On aura done gene'ralemenf pour l’expressiiioa'(|)5‘ii@-j' 
gre du mdridien terrestre coiiroapondffl^E^i 'Mdlb^ij 
tude lif ..1 J-; . Kt-j -r'fiilSao < 







Nous- avon^iyw, j ^^ue'Ydtei'di^bttibni’ 
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degres dju raeri^i^n e,Ujptiqu,e, 4® l’4q«(^€ur:ftu p^de, 
estj4 tres peu pi;^s-eg»l.,a;%;^!sitt?. ]Li,Vi'a^ etftntl’exr 
ceptricit^ de I’ellips®,. eM;Je 4egi?e de Tequ^tepr-; 
la forpiple preced^pte dppner dpnc, tres, p&n pres, 
j?B ppuyj I’ppfpi^lgnientdp §p}j4tp‘id^.-t6r,res^rp. , ; 

1.P4 a4op?:?P|^. pqur 1». Terr#: elliptiqafe 

que ces resultats lpit<'spppps#pt,, .qu; qpe Jp 

dess: errgurs. qui ept:,dy-f efre, cppirftises 
dans la mesure des degres du meridieu teri'estre,, 
■€t qui porte sur le degre du cap de Bonne-Espe- 
rancg /‘'niesuVe' ^ar La Caille , est ’de 43“°^ ,6. Cette 
erreiir' a parii 'd^iBtttd tfdp considerable pour pou- 
voiiy etird aiFmik a conclu que Ids dtegres du 

meridieii Varidiit duiVahf uri# loi tres di#eVente du 
carr# du sinus de li latitude , ef que par consequent 
i : f.:ecA)rte„^^i^^]:ilepienJt . 4q k 

^ ^o.iu.,uor.- 

Cependant, comme l’ellipsoideqst,,n^^|^^l^^, 

la figure la plus simple pt la plus naturelle que I’on. 
puisse adopter pour la'Terre> et qu^elle estindiquee 
d ailleurs par toutes leis- lois de I’Hj'drostatique , on 
aurait du, avant de la rejeter entieremenf, attendee 
que le temps eufpermis de verifier les infesures dets 
degres qui.smiJ^^Pi.s’^n ecartepdayatitagg , d’au- 
tant que fe Operations de ce genre, exigeant une 
e^leeitie djeliea|«S8i'^;)SQnt!plus qidauqune- autre su^i 
c^piU^s , d’ine^xaotitodfiSj Llexpecieficeia pleinemer^^ 
confirme ces observations, et la mesure du deigrditdd 
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reur beaucoup plus grave que celie qu ’indiqxiait 
I’analyse precedente s’etait glissee dans la mesure 
du meme degre, executee en i'^56 par Clairaut , 
Maupertuis, Lenaonnier , Camus , Outhier et Celsius, 
La grandeur du degre sous le cercle polaire s’esl; 
trouvee, d’apr^s cesnouvelles operations, de 
plus petite que celie qu’on lui avait d’abord assignee, 
ce qui le reduit a 28587”'’^-,5. Cette correction est 
d’autant plus precieuse , que la nouvelle mesure 
donne , pour I’aplatissement du spheroide terrestre , 
une valeur qui s’accorde beaucoup mieux avec I’a- 
platissement qui requite des observations du pen- 
dule et des autres phenomenes , que celie que ■ la 
premiere indiquait, et qui coincide entierement ayec 
la valeur de cet aplatissement qu’on a deduit de la. 
comparaison du nodveau degrd mesure eii France k 
celui de I’dquateur mesure par Bouguer. 

En eflet , si Ton introduit la correction precedente 
dans les Equations (e) , on trouvera , pour les deux 
equations du minimum ^ 

4 

a4*^"0>42555 — 28496 = 0, * 

. a-{- b . o,6o3b8 — 28 ^ 4 ^ — o > 

d’ou I’on tire 

a = 28588““'*' , i = 254'»“’-,56;' 

ce qui donne 33^-57 potir raplatisS^intiit ‘ de’ la 

Terre. On trouve, comme on le vWra plus bias, en 
eomparanl les longueurs du pendule a diiferentes 
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latitudes; ^ pour la yaleur de cet aplatissemeiit : la 

niestire des degres et Tobservation des variations de 
1 intensite de la pesanteur a la surface du globe , 
donnentainsi a la Terre a trespeu pres la meme figure 
elliptique. ^ 

42 . Il est done presque, dernontre qu’une inexacti- 
tude grave setait introduite dans la mesure du degre 
de Laponie; et cela est d’autant plus vraisemblable, 
que cette erreur de ^So toises ne porte pas entiere^ 
ment sur les niesures geodesiqueS; ce qui paraitrait 
cn effet inadmissible, II suffit pour Texpliquer de 
supposer une erreur de quelques seconder dans les 
latitudes des points extremes de I’arc ine^re par les 
academiciens francais, et la difliculte des observations 
qui servent a les determiner rend cette supposition 
tres plausible. Sans doute, des erreurs du meme genre 
ont pu se glisser dans la determination d’antfes 4e- 
grds mesur^s du meridien terrestre. ! On^doif done 
etre extrcmiement circonspect sur les conclusions 
quon en tire; et e’est par cette raison que, parmi 
le^randnombre de cesmesures que nous possedons, 
nous avons choisi celles qui^ par les soins qu’on a 
mis k leur execution et par la reputation des obsei'- 
vateurS; nous ontsemble devoir inspii^er le plus, 
confiance. La methode de combinaison appliquee 
aux equations (e) est aussi tres propre a diminuer 
Finfluence de ces erreurs sur les re'sultats; on doit 
observer en general que^ comme les arbitraires qui 
entrent dans 1 equation ne sont qu’au nombre 
de deux, il suffira de deux degres mesures a la surface 
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de la Terre, pour faire connailre son aplalissejaient 
et la longueur absolue du degre sous I’equateur. Si 
la. Terre etait un spberoide exactement elliptique > 
on oLtieudrait done, a tres pen pres, les menaes 
valeurs des constantes a q\, b y en couiparant deux a 
deux tous les degres mesures jusqu’a present; mais 
cette coinparaison produit au contraire des diffe- 
rences qu’il est difEcile d’attribuer aux seules erreurs 
des observations; on eu doit conclure que la figure 
de la Terre est tres irreguliere et beaucoup plus 
coinpliquee que nous ne I’avons suppose. On conceit, 
en effet, qu’en admettant meme que la figure de la 
Terre est celle qui resulte des lois de I’Hydrostalique , 
inille circonstances ont pu modifier ces lois de ma- 
niere a I’ecarter sensiblement de I’eHipsoide. Les de- 
gres mesures a sa surface indiquent d’une maniere 
manifeste ces ecarts ; ils donnent m^me lieu de pen- 
ser que les deux he'mispheres ne sont pas semblables 
dc cliaque c6te de, I’equateur. Ainsi la longueur du 
degre mesure par La Caille au cap de Bonne-Lspe- 
rance , surpasse celle des degrds mesurds ^ une e'gale 
latitude et mdme k des latitudes plus grandes dans 
rbemispbere boreal de la Terre. Le nigyen le plus 
propre do 4inaiiiner I’influencc de ces differences , 
ainsi que celle des erreurs dont les observations, .split 
susceptibles , est done de combiner entre un 
grand nombre d’observations , comme npws' l’avons 
fait n'^41 , ou du moins de comparer des degre's me- 
surcs a des latitudes assez distantes pour que les re- 
sultats soient independans des effets qui tionnent aux 
irregukrite'.? de la Terre el a dps, circonstances pure- 
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raent locales. C est ainsi (ju’en conaparaiil au defjie 
du Peroa le degre de France qui a ete conclu d’un 
‘arc plus grand qu’aucun de ceux qui avaient ele 
mesur'es jusqu’ici, et qui, par les soins et les lu- 
raieres de ceux qui Pont determine, presente peu de 
chances d’inexactitude , on a trouve pour I’aplatisse- 
ment de la Terre valeur qui s’accorde exacte- 
ment avec celle que donne le nouveau degre de La— 
ponie compare aux autres degres dont les mesures 
sont rapport^es dans le tableau du n® 4i . Ce resultat 
a servi a etablir labAse de notre systenie de mesures. 
Le quart du meridien terrestre conclu de Parc me- 
sure entre Dunlerque et Montjoui est , d’apres cet 
aplatissement, de aSGSSyo™”*', et le metre, qui en est 
la dix-millionieme partie, estainsi egal a 25655 jo 

ou a o*'’‘",5i3o 74, la toise etant celle qui a servi a la 
mesure du degre du Perou. Ce simple avertissement 
su'flirait pour qu’on put retrouvet eir tdut ifettpS 
Punite fondameritale de nos mesures , si son etalon 
venait a se perdre ou a s’alterer dans la suite, a nioins 
cepehdant qu’il n’arrivat quelque grand changement 
dans la constitution phjsique du globe. C’est sans 
dfoute par cette raison qu’on a choisi la grandeur de 
la Terre pour la base de, notre systeme metrique, do 
preference aux auttes elemens proposes pour cet db- 
jet. Ainsi, parexemple, la longueur du pendule qu’on 
vient recemment d’employer en Angleterre a Peta- 
bli'^ement d’un nouveau systeme de mesures, n’offre . 
point, a beaucoup pres , le meme caractere de ftxite'. 
En effet, I’intensite de la pesanteur, et par conse- 
quantda longueur dll pendule, est sujette, non-seu- 
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iement comnie les arcs memres du meridien^ a des 
variations qui dependent de la figure de la TeiTe et 
des in dgularites de sa surface, elle en eprouve en- 
core de particulieres qui tiennent a la non horno,— 
geneite des dififerentes parties de cette surface, et 
enfin. lien p assure que 1 intensite de la pesanteur 
est en elle-ineme inalterable, et qu^elle ne subira 
pas dans la suite des siecles des mddifications sem- 
blables a cejlesr qu 'e'prouve continuellemeiit le ma- 
gne'tisme a la surface du spbe'i;oide terrestre. 

43. Choisissons iBaintenajnt, pour determiner la 
figure elliptique de la Terre, des arcs de meridien 
mesui^s a des latitudes pen idifTerentes;. Les rdsuUats 
suivans, provei^ant des operations executees avec 
un soin extreme par Delambfe et Mechain , pour la 
xnesure de 1 ai'c dd meridien compris entre DunVerque 
et Montjoui, on peut compter sur leur exactitude. 


Lieux de robaervatioii. 

Latitudes. 

Distances * 
des. qua t iWcxnifrucs 
stations auparallitle 
‘ de Monjouii 

Monjoui 



Carcassonne 

4'Ura.54,4<> 

5^749’"^'^, 48 

Smo* 

i[0.4a,5o 

187174 ' 

Pari* (au Panth^}. . , . ; . 

48.5o.49»75 

»i33t9",^77 ’ 

Dunkerque 

’'a.10,50 



En substituant ces varletars dana ies^^^^ations (d) 
du n" 40 f et en faiaant 5 pmar i^viter d’operei' 
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sur de trop grands nombres > on. formera les cinq 
equations suivantes : 

* 

01— 0.0000000 000000. O'^OGOnO, ) 

5.274948 .^+0, 262581. a/z — 1. 86266 J 

<?3 ^1= 13.717405 .C-f-O. 509603. 4* 8 1602 A 

^4 ^1 = ^1-5361977.^ — o> 040978. — 7 .4846971 

^5 — o. 604414*®^^ — 9*87379. j 

En ajoutant entre dies ces equations, apres avoir 
fait passer Terreur e, dans le second membre, et 
en egalant a zero leur somme, on trotive 

=“67 • 90 3564 0.073 208 23 .82717. 

Si 1 on substitue la yaleur de qui resulte de cette 
equation dans celles qui laprecMent, conforxnement 
a ce^qui a ete dit n® 4 p> pp forpiera les pnq yiou- 
velles equations suivantes : » ’ . 

^1= — i 3 . 58 o 7 i 5 .€ + o, 014642. aA+ 4“ 76545; 

e^ziz— 8.305765 . .277223 . ct/z-j- 2.91277, 
<?3Z= o. 1 36690. ^+0.324245. a/z — fO . o 5 o 5 q ^ 
^4= 7.751264.^ — o. 026557. a/z— ^•7I9 s6> 
^5= i3.998v 525.^ — 0.1589772, aA— 4-9<^836; 

d’ou Ion tire, par la me'tlode des moindres qarres, 
pour determiner les valeurs des arbitraires ^ eta^>?/, 
les deux equations suivantes : . , 

^ ^ 78 • 7<^^^9 1 + ^ - 509,48074 — a/z . 1 0,91 717, 
0= 5.827288--^. io:,9J7i74-aA; p, 53 o 75 . 

La resolution de ces equations donne 
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^=0.5509117, 'a^ = o. 0069227. 

Nous avons suppose le 45° degre s = ; on aura 

done ainsi 

5 = 28497 , 2 , 

Telle est done la valeur du degre moyen et de 
raplatissement du meridien terrestre qu’on deduiralt 
de la seule consideration des degre's mesure's en 
France. La figure elliptique qui ^ rdsulte pour la 
Terre differe beaucoup de’celle qu’on deteiunine par 
la comparaison des m^mes degres au degre' mesure' a 
I’e'qualeur , par les observations du pendule et par 
d’autres phenomenes astronomiques. Cette figure 
d’ailleurs ne saurait se concilier avec les lois de 
I’Hydrostatique ni avec celles de la pre'cession et de la 
nutation, qui defendent de supposer an spherdide 
terrestre un aplatissement plus grand que dans le 
cas oil toutes ses couches seraient d’e'gale densite, 

e’est-a-dire supdrienre a * 

Les valeurs de ah el de -^ sont celles qui convien- 
uent a la figure elliptique du meridien terrestre qui 
donne un minimum pour la plus grande des eureurs 
commises dans les mesures qui ont servi a de'terminer 
Varc compris entre Dunkerque et Montjoui; si Ton 
substitue ces valeurs dans les eqqa,tions,.(/’), on 
trouve, pour ces erreurs exprimees en seco^des , 

e. = — o",35 , = + o",39, — i',56, 



462 . THfiOfilE ANALYTIQtlE 

Ainsi, la plus grande erreur ne monte pas a plus de 
a", et leur mojenne, abstraction faite du signe, est de 
o",q6 ; ces erreur sont comprises par consequent dans 
ies limites de celles dont les observations sont sus- 
ceptibles. 

Mais pour mieux se convaincre que les mesures 
qui resultent des operations executees en France 
ne permettent pas de supposer a la Terre une 

ellipticite et, a plus forte raison, une ellipti- 

cite' moins conside'rable , .supposons dans les e'qua- 

tions (y) tx'h = on aura ' 

e, == 4*76549^ *15.580713 .iS, 

— 2. 915979 — 8 . 5o5 ’] 65 . C , 

63 = — 0.049176 + 0.136690.^, 

;= — 2.719375 4 - 7.751264.^, 

es = — 4*910927 -f- 15.998525.^. 

En combxnant entre elles ces equations , on trouve 

o = — IT'S. 7527 -f- ^^..509.48074, 

d’ou Ton tire, pour la valeur de C qui rend la plus 
grande des erreurs un minimum j C = o. 55 o 853 , et 
par suite pout la longueur du degre moyen , 

S = 28502'"“% 

valeur qui s’accOrde assez bien avec celle de 285 o 4 
qui re'sulte dela coniparaison du degre de France a 
celui du Perou. En substiluant pour € sa valeur dans 
les e'quations precedentes on trouve 
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e, = 4-2",4o, e. = — o',46, 
^4 = + o ", 6 j , 65= _f. 


e, = -~4",58, 


La phis grande erreupseralt, danscecas, de— 4" 38 
Or, I’excessive precision avec laquelle ont ete fa’ites 
Ics observations ne permet pas de supposer dans la 
deterramation des latitudes une erreur aussi conside- 
rable. L’aplatissement de ^ que Jes observations 

faites en France en 1801 donnent au spheroide 
terrestre, a d’aillenrs ete confirme par les operations 
execulees depuis en Angieterre pour inesurer des 
arcs du meridien et des perpendiculaires a la me'ri- 
dienne; tout porte done k crpire que les anomalies 
que presenteut leurs resultats tiennent a qnelque 
cause particuliere qui, dans ces contrees, ecarte sen- 
siblement la Terre de la Hgure elHpti'que ou qui, 
alterant d’une maniere irrdguliere rhomogeneite de 
ses couches , fail devier de quelques secondes , soil 
vers le midi, soil vers le nord, Ic fiU-plomb de Fins- 
trument qui serta fixer les latitudes de? ar(^ mesures. 
On peut couclure de ces observations et de celles qui 
fiont ddveloppees dans les numeros precedens, qpe 
la surface de la Terre etant tres irreguliere, ainsique 
la densite des couches qui I’avoisinent, la mesire 
isolee d un arc de meridien, quelle que soit sop dten*' 
due, est peu propre k servir a la determination 
cxacte de la figure de la Terre; on tire, au contraire, 
de la comparaison de deux arcs du mdridien mesu- 
res a des latitudes tres distantes, des notions sur 
cette importante question , qui s’aocordent tres bien 



464 THfiORIE ANALYTIQUE 

avec celles qui resultent des autres phc^nomenes, 
parce qu’a ces graades distances, les efTets qui tien- 
nent aux inegalites de la surface du globe et a la 
non homoge'neite de ses parties disparaissent, pour ne 
laisser subsister que ceux qui dependent de sa forme 
ge'nerale. 

44 - Considerons maintenant les variations de la pe- 
santeur aux diverses latitudes, et determinons la fi- 
gure elllptiquela plus probable qui en resulte pour le 
spheroide terrestre. Les observations des longueurs 
du pendule a secondes, qui servent a reconnaitre ces 
variations , sont plus faciles a executer que celles de 
la mesure des degres du me'ridien; les anomalies 
qu’elles pi'esentent sont aussi beaucoup moins consi- 
derables , parce que les irregularite's de la Terre 
exercent surcps observations une influence bien moins 
sensible que sur les autres : on doit done obtenir pai' 
ce procede des notions plus certaines sur la figure du 
globe que par les mesures directes prises a sa sur- 
face. 

Parmi les nombreuses observations qui ont ete 
faltes des longueurs du pendule, nous choisirons les 
cinq suivantes. Le pendule dont il est ici question 
est Celui qui fait 86400 oscillations dans un jour 
moyen , et les mesures ont ete reduites au niveau • 
des mers, dans le vide et a la meme temperature. 
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Lietix 

des 

Observations. 

latitudes 

L. 

; Ijiongqeur 
du pendule 
k secondes A 

Nonas des (!!)bservateurs. 

Pcrou i 

QO^ o' 

met* 

^ <>>990554 

Bonguer. • : - ■ 

Petit-Goave ^ 

18.37 

^ o, 99 ti 5 o 

Bouguer. 

Paris 

48.34 

0,998867 

Biot, MAtbieu. 

Pfftcrsboiirg 

58. i5 

o» 994589 

Mallet. 

Laponie 

67. 4 

0,995325 

Clairaut, Maupcriuis, etc. 


On voit, par.-lcs reswJtat$ de ce taWean,, que les 
longueurs du pendule a $epondes augmentent d’une 
mamere trk sensible en allant de lequateur au p61e. 
Soumetto^ ees accroissetofehs ’k la l6i de la pixjpdr- 
tionnalite' au Carre du si^us de lu' latitude, -pbuii re*- 
co^altre e’ils confirnteht I’hypothcse de la figure 
elHptique jlu ^pMpo'ide teryefire.. , 

les equations (&) '’ les vai- 

leurs pr&ddeUtes, oil ti'ouv'e ' . ' i - -jii 


“} 

a 


iP. 0,00000 &= e, , 



o ,99ii5o —-'a 

o , 99386 y ii 'X— 3.6,56^y3 t=: ej^ 

o >994^^9 ^ ' — J-dj'yaSey sss is|^ ^ 

o ,ggd 5 iil 5 — *- &. 0,848^29 t= fej , 

et en appliqu^nt equaj^ns la..jm4^|e/ des 
nioindres carrds, on aura, pour d^t^Tuiuer les va- 
leursdes constantes et‘i qui’duaneat 
pour la plus grande deff erreurs dcaits^iafifectdes 
les raesures du pendule que nous ivons Moptees , 

I’OME 11. 5 q 
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466 , 

©“jggSogg — a — 6.0,44765 = Oj 
o ,994548 — a ^ 6.0,70306 = 6, 

d’oii Ton tire 

a = 0^,990555, h = o'",oo56786i 

On aura done ge'neralement , pour I’expj'e&sion de 
la longueur du pendule cOrrespondante a uoe lati- 
tude L , 

o'",99o555 -H o™, 005679. sin* L. 


Ilk valeut de^a est eelle dt* pendxilef^dquatorial j et Ton 

k'- = o^obSkSSi. L’apiatisseiperit du’'spIieroide , 

.<i’apres le' n°, 35 , eist egala cinq demi dmjitwppoH; 
4e la force centrifuge a. la pfesantew sovsTeqtiatenxi 
naoins la .lijaleur de la fraction precedente 5 ice rap- 


port pour la Terre 'CSt dib ;^ , n° 16, litre !" j ffel^ 
lipticite du spherdide terrj^^,tff pa|’,P 9 nsequent de 
o,oo865 — de C’est Taplalissement de 

Tellipsoide le plus vraisenjlilable ,qu’iudiqiient pour 
lA Tefre les mesuires du psodplfijr^portees dans le 
tableau prkc^dejat 5 -il.s’accQrdp d’nne maniere satis- 
faisairte aTec^elui gue nous avpns deduit, n“ 4i, de 
la comparaison des degres du meridien mesures dans 
dk lieux separl^ par de grands intervallesj Ct avec I’a-* 

pi^ement de ^ , .qu’qn| deduit des inegalites qui 

tie la iiioti 

dc I3. Tcric^ » 
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Si 1 on substitue pour a et i leurs valeurs prece- 
dentes dans les equations (g’),onaura 

“O'”, 000009, 000026, e3 = o“,oooog 4 , 

o'”,oooo72 , eg = — o”, 000047. 

Ainsi done, dans la combi naison meme la plus fa- 
vorable qu’on puisse faire de ces equations , on est 
force d’admettre une erreur de o”, 000094 dans les 
mesures des longueurs du pendule que nous avons 
eniploye'es dans les recherches prec^dentes, si Ton 
suppose que ces longueurs varient coinmele carre du 
sinus de la latitude. Cette erreur n’excede pas au 
reste la limite des inexactitudes dont les observations 
sont susceptibles , et elle est beaucoup plus faibje 
que les erreurs correspondantes dans la mesnre des 
degi’es du meridienj cc qui prouye, comme npps 
1 avons dit n° 58 , que les causes qui ^cartent la 
Terre de la figure elliptique ont beaucoup moins 
d influence sur les variations du pendule que ^ur 
celles des degres mesures a sa surface. j,.. ; 

Cependant il est a f^osarquar quo,, bientqia^QlIesj 
soient moins sensibles, les m^tnes ifr^gulajrijtds qu(’pjn» 
observe dans les degres du meridien conclus d'arcs 
tres rapproches entre eux, se reproduisent dans les 
longueurs du pendule k secondes. Ainsi, par exempt 
la plus grande de ces anomalies dans les degy^ 
surcs en France et en Espagne, par Delambre- 4 ljJiltf< 
chain , .se trouve dans Fare compris entre jesparalleles 
de Formentera et de Barcelone, et variations 
de degrds subissent entre ces deux points un inalep-, 
tis.sement considerable; de m^me, les, variations idu 

3 o. . 
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pendule dans cet intervalle soat beaucoup plus faibles 
que celles que donnerait la loi du carre du sinus de 
la latitude ; c’est ce qu’on verra d’une maniere evi- 
dente par le tableau suivant, oix les constantes a 
et 6 out ete de'terminees en comparant deux a deux 
les observations qu’il renferme. 


1 Lieux 

Longueurs 




1 


Latitudes. 

a. 

b. 

1 dfis observations. 

du pendule. 




Unst...' 


600 a 5 ^' 

0™, 990758 

0 *”, 0054955 

Leith 

0 ,994533 

55 . 58.37 

0 ,990747 

0 ,oo 55 io 5 

Dunkerque 

0 ,99410a 

5 i.i 6.38 

0 ,990737 

0 ,0055278 

Clermont 

0 ,993520 

45.Ti.46 

0 ,991334 

0 ,0043421 

Barcelone 

0 , 99323 a 

4 T.a 3 .T 5 

0 , 99 I 7'4 

0 ,00347^4 

Formentera/.. . . , . 

0 ,993070 

38 . 39.56 





La constante 6 conserve a peu prfes la ni6rae va- 
leur dans les trois premiers intervalles , mais elle 
commence a decroitre d’uue maniere tres prononce'e 
depuis Clermont jusqu’a Barcelone , et ses variations 
sont encore beaucoup plus rapides de Barcelone a 
Formentera. 11 faudrait pour concilier cette valeur 
du coefficient du carre du sinus de la latitude , avec 
celle qui tesulte des observations faites en des Heux 
eloigne's , supposer dans les mesures pre'cedentes des 
erreurs de S k q centiemes de millimetre ^ ce qu’il 
est impossible d’admettre. La longueur a du pendule 
equatorial presente, dans ce tableau, des differences 
non moins remarquables. La longueur reelle de ce 
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pendul e , conclue des observations faites a I’equateur 
ou a des latitudes voisines, est de o"',^too6. Les ob- 
servations pre'cedentes, faites a des latitudes supd- 
rieures a 45 % donnent, comme on voil, des longueurs 
beaucoup trop fortes , tandis que celles qui repondeat 
a des latitudes infe'rieures en donnent de trop faibles. 
Ce resultat remarquable se manifeste d’une maniere 
bien plus prononcee encore , lorsqu’on compare 
entre ellesdes observations faites surune plus grande 
echelle et comprises, les premieres, entre le 45“ degre 
et le pole , les secondes, entre le 45' degre et I’eqL- 
teur. Au reste, il est evident, comme nous I’avons 
ditn® 42, que ces anomalies se compenseront eii 
grande partie lonsqu’on cboisira des observatiohs 
faites en des lieuxtres eloignes, et qu’on rendra ainsi 
les resultats plus independans de perturbations qui 
ont sans doute pour cause principale les irregulari- 
tds de la surface de la Terre. 

45. Considerons maintenant Jupiter, la settle des 
plandtes dont Taplatissement aitpu 4 tre determi^d par 
I’observation directe. Reprenotts Tequatioh * (2) du 
n' 25 : 

arc tang (h) 

Lorsque la valeur de q sera connue , on aura , par 
cette Equation, celle de A, et par consequent le rap- 
port de I’axe de I’eqpiateui; a l’ajE^ jdu,p6]e, 

Or, en supposant le cas de rhomogdndite', on a, 

n” 25 , 9 = |-. SoitD la distance du quatridme satel- 
lite dc Jupiter au centre de la pkndte, dlT detents 
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de sa revolution, exprirne en jours j sa force centri- 
fuge sera a celle qui anime un element de la masse 
de Jupiter place' a Tuaite de distance de I’axe de ro- 
tation, comme^esta^, T' e'tant le temps de la 

rotation de Jupiter, exprime en fractions du jour. 
La force centrifuge du satellite est , d’ailleurs e'gale a 
la force qui retient cet astre dans son orbite , (j’est- 
a-dire a la masse M de Jupiter, divisee par P*; pn 
aura done 


On a d’aiileurs , n® aS , M = f-rr ( i + A*) ; on aura 
done 

n ;d(i+A‘)T“ 

D’apres les observations dp Pound , rappprtee^ par 
Newto.n, la distance dp quatfjep:^ satellite dp Jupiter 
a son centre est egale a 26,63 demi-diaraetres de I’e- 
quateur de cette planete j ce qui donne 

5 ■“ WM ’ 

on a de plus 

T=i6', 68902, T'=o^,4i57.7' , 

» * 

On conclura de la 

0,08 6145 ■ . ■ 

et en substitpant cetje valeur dans 1 equation {h ) , 
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elle deyiendira 

" . • .is; 

4rc lajagi^-; 
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9 ^ ,-^.’.0 . '» '72290^^ 


; 


a ou 1 0^.1 A s=: ,tst^ p^r If: rappopt dfJ." 

di?jp61e a I’axieidje-l^tjiitetir, on V^t+A*:#;3i.iDg6<7- 
Ce‘ 1‘^pport j, gnivaoJtlle? ,ol9sepvatidns dte Ponod.,: 
«sJ;,do>'j,077 X.«!filB tro)Ave',i paj? Jaitbeorie d6s salel- 
liteA ■4et«Jnpi^^s‘^ qni det©]pni:irws»€e i»ppQrt ayec pljog 
do ppocision epcoyo qnto .teg ohsojfvdtiaiw dirocties y 
qud de Ji»0747fC4gresiilt^1;siia3bntvent qne Jqpjjiori 
6s^ ^plati le (w :do Iltionjogoooitd, sti 

qne^,par,ccw%n#nl^ s^.dtosjtairat eol aMgraentan^ 
comme celle de la Terre, de la surface. ;an.'Cen:tKe.;i>;, 
, avonSiyp»..n®<^j,i qHL.’en ssipj^osiapt les pjaoetes 
originairei?Jenlt . fluid^ yjdenr eK^ptioiHei , deyaitj 
copaprise; entre \q^ elt | la premi^r^ de cea liroitesl 
repondant an.ca$'Ou'<];a«dasse!dnide aeraititomogene 
et }q secpnde ai.eellrii loeiitontfe la Jsnassef&erjdt.B^Hjate 
^ soioi ceab'ei jlJeHiptioitd (d’iun elKjwide Jest I’ejseibs' 

de I’aJfe de l-^UMeiur' sw «elwj d«h/f «yd, ;djyise p 
}e:4ermer,<de icds:aacesi:;<'&a val^^is negtiddac dgale & 

aul-i' 'doad j pr4e^dei' 

I j = 0, 1 0967 , et. /pti«i i cdria^qoen* < | 

tei'cnouvemeat dea ^ioeiida des> wbky •dee 'ssfiiNiti|t4@ 
i upi^p , 0^0^47 pof rdlelilptidifj^idtf 
dew* valeurs sdnt diane^eonapwaife3!^A‘*4'es''Udfi)0Be^ 
qne le«ur aesigne te ibdoHe* -> In jio'I pi}|) i i . Judji f .1 
Nongimroins botttfe,; n! 
gendkd,- o,<ko41l54 ‘de 
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supposant done la densite de la Terre egale a celle 
de Jupiter , leurs ellipticltes seront entre elles comme 
o, 1 0967 est a 0,004334. D’apres eela , en adoptant 
pour I’ellipticite de Jupiter la valeur 0,0747? qui 
rd^ult^' de Isi t?life*orie'' des satellites, on troiiVe "aa ' a.Vx 
poitr I’aplatis^edientde la Tetrb , et chc>i- 

sjssant lleLlipti'cite 0,077 1*, doiinee parl’bbser- 

vation directe. Oftf-ioiti-quB oes resultats. s’acctftiiekit 
suffisamment bi©H aTec'ceux que Ton tire des Ob^et-* 
Tations du'pendole ebde l^a wfe^ufe^des ariis dtt 
ridien terrestrey et Fattdlogie qui entre' la fi^'re 
de Jupiteij’.eti celle idfe la*Ten»e5'|e:<eii!^Te'aTee evStertefe 
qiie lamefEfei'>loi> s^ ^r^side'kia JbrwpioB! dd fdus^’l^s 
corps cdlestes.' ■ ■ > ‘in: ' 

' 'Les autrds planetes sont trb|) eloigtideS d'e 
ou leiir aplatissetiidiM'esttrdppe'u sensible', 
I’obsei'Vation'iaiti pu jusqpu’ioi fbb?rqiE lefe’^elettrett^Wd- 
cessatjres ki Icowi pirjfliioarf desi^lidhon!ie«ids » *de i k 
ihebwB.till":en"estdfei^MikieJ(^ y^^qui se 

sente a robserrateur^comriig'tlft'coiips k trds pBu preS 
spberique ; le's consequences ^qui vesultent des ilois 
de sa 4 ibrationi, ct qiie nous ;avans developpees'j&ans 
le^l!i^pit're :YI,d^)liYrf spnS]§§,S 8 vdq 5 (donne^f^ 
ijptfs sskii^itabkfifHfe.u, , ^ . .:^^u ■ 

r46.3Nqus.qfe ^egwi-qerqns ipascelobapitre^ apeciale- 
ipefet i consa<w 4 A:k (figure deJa, Terre ,; sans montred 
eoppient les phendmenes de la , pj-j^ession etr.'^i la 
n^^ajiiqu Gpnfirmenty. eppame nousT’avons Unnojace, 
les resultats que Ton obtiejqti.pkir k mesure .ded arcs 
dft(ni4^i4iqa€t6rrestre„,.et par ks, qbservatiftns du 
p!«ii4nlfe»>'?qur le fair® iWir , rej^enqns la valefer de 
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la fonction V, donnee n" aS, livre IV, 

3Ii 

[•^“(B+C-A)-|-j*(A+C-B)4-a-(A+B-C)]. 

Dans cette expression , A, B, C sont les trois mo- 
mens dinertie de la Terre, <jui se rapportent resp.ec- 
tivement aux axes principaux des x, desj- et de^ z; 
M est la masse de la Terre, etx,f,z exprjment les 
trois eoordonne'es de Tastre L. 

On aura en vertu du n* 36, pour I’expi'ession ge— 
nerale de la fonction V, .relativement a la Terre, 
supposee elliptique et douee d’un .mouvement de 
rotation autour dun axe fixe, ■ 

V ML , MLo» ^ , 

f + E( — i ?) • (^ — cos* 6) + «tA' sin” 9 cos* «], 

ah et ah' e'tant deux constantes qui de'pendent de d’a- 
platissement de la Terrey «t q le rapport de la force 
centrifuge h. la pesantebr sous I’dquateur. 

Designons par 0 Tangle que form^ le rayon r avec 
Taxe de rotation que nous avoiis pris , A** i5, livre IV, 
pour axe des z , par eo la longitude de ce rayon, 
comptee sur le plan de I’dquateur ; on aur^ ^ ’ 

07 = r sin 0 sin cd , j^ssrsin 0 cos wi|i!;-:2Basrcos 0. 

Si Ton substitue ces t^aleurs dans k^pBainifere des ex- 
pressions de V, etqu’on compare ensuite ces deux ex- 
pressions entre eUes,on trou^fera Tequafion suivante : 
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* .(aC — A — £).(* — cos*0)-f-®.(A— B). sin*6cos23i» 
=Ma* . [(aA — ^ ^)(-3 — cos* 9)-|-aA'sin*0 cos aa ] ; 

d’ou I’on tire , ea verta de I’independaace des angles , 
0 et ft) , 

“a — B = 

aC — A — B = — Iq). ^ , 

Les nbservatilons du penduleinous ont montr^ qne 
raplatissement du spheroide terrestre est a tr^s peu 
pr^s le memesurles divers me'ridiens, ce qui exige 
que cth' soit une tres petite quaiitite de rordrect.’,'que 
i’oa pent negligef. On a alors A=iB, d’oii i-esulte 
ce th^oreme reftiarquable , -o’est que les phdnc^knes 
de la pre'cession des equinexes et de la nutatibti de 
Vaxeterrestre sont les mimes que si la Terre iteMtun 
sphiroide de revolution. 

Si I’on coftsMere la Terre comme un ellijJsoide 
de revolution autour de Uaxe des z, on aura, par Ids 
proprietes de ces corps 




zMa* 




.M. 


1 ’ I 



rience seul^, ^eul jieierminer; elle a montre que 
pour la Terre, ce nombre differe pfeu de I’unite. On 
adra done ain^i- • ' ’ v 


2C 




^■l^{ah^lqY 


Nous avom tafouye'^ livrelV, 
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4» 


aC — A — B 

g — : — =0,00019012 ; 

on aura done 

0,00185704 


Le rapport que designe er est egal a Tunite dans 
le casde rhoxnogeneite ; il est plus grand que runite, 
si la density du sph^rbide va en croissant de sur- 
face au centre, et iPoindre que ce nbriiBfe dans le cas 
contraire. Supposons done la Terre homog^ne; dn 
aura cr = i : on a d’ailleurs , par 1‘obserVation , 

done, da,ns ce cas, = 0,0035871, 

supposition de ctA = ~ donnerait pour tr 
une valeur infinie : la Yaleur de ecik e$t done cnin'' 
prise entre ^ et et ce sont par consequent les 

limites que les phenomenes de la precession et de la 
nutation assignent k Taplatissement dq' sp]^e^l*o^de 
terrestre. . , 

En prenant une moyenne entre les yaleurs de I’a- 
platissement de la Terre, qui respltent de la com- 
paraison des degres mesures k sa surface , et des 
observations du pekidule, on peut supposer cet ajjlk- 

tlssement de k pen pres. Cefte yaleur esteg^idfMase 

entre les limites prdeedentes. Sr bn Ik'sibitftlie au 
lieu de ah , et qu’on remplaok ett thbm'e tenipS q 
par sa Valeur dans Ta'quation '(Arjl'bij eft tire 

• • ■ -h.y . ■ 

0 -= ' ' . : , 
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ainsi done la quarititc c elant plus grande que ruiiite, 
la densite de la Terre va en croissant de la surface 
au centre, ce qui est conforme aux experiences de 
Cavendish et anx lois de I’Hydrostatigue, qui exigent 
que si la Terre e'tait originairement fluids, les parties 
les plus denses soient en meme temps les plus voisines 
du centre. 

47 . Si Tou embrasse maintenant d’un m^me re- 
gi^rdles resultats que nous venons de recueillir par 
taut de luojens differens sur la (igure de la Terre, 
sans doute on sera surpris de leur parfait accord, 
et convaincu qu’ils ne peuvent etre que les efiets 
■d’une m^nie cause qui lie entre eux tous les phdno- 
menes qui dependent de la nature et de la constitu- 
tion du globe. La mesure des degres des meridiens 
t^'i’Ostres, quipatalt la ttK^lhode la plus simple que 
laj nature nous, ait indiquee pour determiner la figure 
de notre planete, n’est cependant pas celle dont on 
doive attendee deB resultats plus certains j toutefois, 
en conibinant avec adreSse des observations faites a 
des latitudes tres dis (antes pour diminuer reffet des 
irregular! tes de la Terre dans quclques-unes de ses 
parties , on determine , par ce moyen , la valeur trfe 
approchee de son Bplatissement. Cette valeur s’accorde 
eVune mani^ire remarqiiable avec celle qui resulte 
des observations du pendule , methode d’investiga- 
tion moins directe , mais plus sure que la precedente, 
et que Thomme n’a due qu’a son genie. Les pheno- 
inenes de la precession et de la nutation nq font 
pas connaltre la valeur absolue de la fraction qui 
exprime Vaplatissement de la Terre ; 11s determineut 



DU SYSTilME DU MONDE. 4,7 

seulement deux Hmites , que cette fraction ne peut 
pas depasser , et les Taleurs que lui assignent la 
inesure des arcs du nieridien et les longueurs du 
pendulesont comprises entre ces limites. Les memes 
phenomenes fournissent des notions pre'cieuses sur la 
constitution inte'rieure du spheroide terrestre ; ils ne 
donnent point , il est vrai ^ la loi rigoureuse des den- 
site's des couches qui le composent , et Ton peut en- 
core satisfaire par une infinite d’hypotheses a I’unique 
condition qu’ils imposent , mais ils indiquent un ac- 
croissement dans les densites a mesure que Ton ap- 
proche du centre : re'sultats que confirment les phe- 
nomenes de la stahilite de I’equilihre des mers, le 
peu de deviation qu’e'prouve le fil-a-plomh par I’at- 
traction des montagnes, les mesures directes des arcs 
du me'ridien et des longueurs du peudule , qui nous 
ont montre' que la Terre est plus aplatie que dans 
le cas de I’homogeneite' ; resultat enlin qui est une 
suite nece-ssaire des lois de THydrostatique, lorsqu'on 
suppose que la Terre etait originairement fluide, et 
que ses e'le'mens ont conserve , en se durcissant, la 
m6me disposition qu’ils avaient dans leur premier 
e'tat. 

L’admirahle concordance de tons ces re'sultats n’est 
pas sans doute ce qu’offre de moins merveilleux la 
theorie de la pesanteur universelle. Si son influence 
se montre d’une maniere moins manifeste et moins 
regulibe dans les phenomfenes qui de'pendent de la 
figure des corps celestes et de leurs motvemens au- 
tour de leur centre de gravite', que dans ceux qui 
se rapporlent aux mouvemens de ces centres dans 
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I’espace, c’estque cette influence, comme nousTavons 
vu , est > dans ces phe'nomenes , modifie'e sans cesse par 
les circonstances particulieres dcpeudantes de la cons- 
titution de ces corps. Le geometre, par la m4me 
raisop , a eprouye plus d’obstacles pour les soumettre 
au calcul ; mais le succes a coyronne ses efforts. Un 
homme de genie Avait devine la cause secrete qui 
met en mouvement la matiere ; I’analyse mathe'ma- 
tique , en ramenaut a ce principe unique lous les 
phenomenes de I’univers, ceux m4me qu’il parais- 
saitle plus difficile d’y soumettre , a de'montre, par 
la preuve la plus irrefragable, qu’il etait la veri- 
table loi de la nature. 
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NOTES. 


note premiere. 

Sur le Tmuvement de rbtatidn. 

{Fo^ pap , .4, X- ,,,.3 Les relatioxxs (/) peuvent s’obtenir 
de d.flerentes manx^es; cello que rxoua incliquons eat la plus 
SHBple. On trouve amsi / * 

k’'“ ?'fr *+ (i-o - &■), + (i„’_ j.„) , , 

Ka _ (a'b'*—a”b') x + (a"6 ~ab‘')y -f {ab' — db) z, 
on supposant, pour abr^ger , 

K=za (bV~ b"c') + a'(,b''c ~ ic") + a\bc'-. b'c). 

Or, pp la coniparaiso,9 des ; Equations pr 4 o£*dentes am Equa- 
tion.? (2), on trouvq ' “ 


. b'c" ~ b"c' 

K 


b''c — bc" 

■ K ’ 


be ' — b'c 

I ■ 


Si I'on ajoute lea carrEs de ces trou ^alenrs, on aura en 
vertn des relations (m) et (n ) , " - * 

K«:= {b'c"— iV)* + {b"o — bey + {be' — iVj'is X , 
par consequent , 

u = b'e"-bV, c/=xb"e-bc", a" XX be' -b'c 


4 Rfi rutimm viioi E 

Wr pgtl I l«| I iiglit* I 7 * I*' till.) t>lll1 lirHi* pwjlf irtr Jrf 
ltltimr»r« rik* a liciiitiiiltri ji#r i f» i|yi |»i E« rffrf * 

#, |i«ir ^*1 f"! %in»p»%itN»n, 

M ( I */ a¥ ), Jm , {,1 ’ E «i«» . 

l^rLtsS. (i% «»** If/.)- lit##, r^‘ *H (i \ t*/ 

ir^S-C^lf flw, (I'V’ 

SyUUltiimi fusiir /, i , t*. t\ •«*«»'« f*ii iil^sr-#* 

fitil «|iy# Uwwm X'l %\'i* il# Xi V, /, ymt In minm** 

lr#iiif«sriiiili«itt %m Ira rtMirtliitifiw m\ f\ tkt 
I i, till muf^t m %trla lira ffirmutr# ii* fW* 

m him m fMmlmnt iHi *\m ri#il#gr«lif S •# rtp^ 

pirlP mii^iiriiitfil a rrlrmnil Jm rl min fjy#iiiilc« t|wi 
mrr Kii , 

K i\ 4* ‘ S.{iX ~f/| 

4» S. (a'l ^^ JrXE 

ll«i Iruti^wiil p^itr 1^* ?i* lira mmUMm ♦ rl 

wrln %lm mUi'mm (0# ^ 

#%l 4« 

I.M 4* //.\r f 

■ fM 4- 

]t Ame mitm Ir^t (niMifiE»-n#t^ » \m Ir# , 

rl Im jn^fidytmi rt|ijwf#iili Am% tfiiri frr4#fif» 

lairra, «!«l firlaliwi* ♦ rl Imr ♦‘♦ipfr 

ilf* In t»i#fitii «l^ilNrr, w miill«|tti#til rli#r«liir ili^ rm tiiitiiiiifi 
ftlilitr»«pE Ifni# pT^irr««lirii pur Iff 4r% 

ftffmriil rr*jw*l^f#iiiriil at'rc Ir l^iiiitrl »%# tpir Tm tmmmUf^. 
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Sur l-mUgratim des ejuatiom difierentielles 'du 
mom-ement ell,pdius. (Voir la p. 4o du r- vol.) 

je. div^j rru,S’* 

A U »*i • t ^ 'J®- sr aux deux saivantes niiL 

r^sulteal tres simplemeul des equations M: ' 

'' ,tn. 

4 . >■ + j . „ 

-.Jo - 1 r., . . , ^ 


xcl^x + yd‘y -h sd‘x 


y'(p) 

a'i‘ ^ — ^3 ^•— 0,1 

^ , : .p ni’JU;iij ■! 

Ainsi, par exemple , ?i Ton observe que 
la secoode de oesicpiwjtianijldevient ■ '':v ■ • 1 . ( aH 

^+ dy‘ + dx‘ d.rdr ' ' ^ ’ 

On ad’ailleurs, en faisant c‘-4- c^'iss it® 

/di* + dy* _f_ da»^ /rdA* 


Si anlre oe dear ^..ti.„ a..aiffii„, ^^,» 


trouTie 


? J , ,M ' . i . i 


rZV , 
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et en faisant 




cette Equation prencl cette forme : 


dl^ 


o; 




equation absoluraerit seniblaWe aiix equations (n) ; et tie miinie 
on satrsfait a I’^quation en z en faiskiit z := mx 
satisfera a I’^quation (q) en faisant s =^px + qjr : c’est une nou- 
Telle integrale finie des equations (u), et dont les g^ometres out 
fkit un frequent usage. 

Si on multipliela premifere des equations (p) par Xy et la se- 
conde par dx , et qu’oh les retranch^ Tune de I’autre , on 
aura 


d^y xdy — ydx , d^z a^dz — zdx xrd --- xdr 

de • dt * dl ^ = 

^quatlon^qui , en vertu des integrals (i) et (c), devient 


\ dt ^ r * 

En Pint^grant et en operant de la m 4 .me maniere relative- 
ment a y et k « , on aura 

px cdy — d dz , ^ - 

T * 

f*y c^dz — cdx ^ 

r d( ^ ^ 

r ~ di ’ 

Equations trfesutrlesi auxqiieli'es hoiis somnies parvenus, 21, 
livre II; et que nous avons employees clans la 'Ih^ort^^dik 
ptriurbatiom des corn^tesj. chap, III, liv- III. 


a - . i 
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note IJL 

Sur les indgcdites planetaires des ordres supfirieur$, 

Je n’ai cUvelopp^ 4an*. Jes cWpitres IX «t X du Hwe II , 0 ue 
la ^rtie de ceain^alit^s des eieentricites etl, 

mchna.sans «t:ceUe ^id^pe^d d. la pmmi^erpui.saaee I 
ces deux e tas, ,<* qu, peut.s«ffife e^ : Cepepda.it il 

pipiodiques ^ plw.een- 

sidjrables pasetrou^pfts dspsje, tei^s qui.rdsuJteXI 

cette premifere approximatioa . et qu’elles ne se produisewtflw, 
dans les apprq^,^tio,«, spivantes. II de.ie«t aWa ni^Z 
detenu- compte .dea< trermes qm des ear^ds et.tl^s 

puissances sup»*wws.des «Sc«»tricij^^.(des..inoUp^itc»Ts, et 
niMie de ceux <}ut4^,^nde»t,d« earnd des &n«es,.pent«Bh^t^ 
trices. C est ce daps, Ip 4hdoris ;de 4»ipiter,ptde/a- 

turne, o« uqe partie dgs twtties i^ptifs.ajax «»lies. 
quiemes P«'«ances desexcentricit.es.^de5 WcUn.aisonsdevmt 
trfes considerable , J cause du rapport qui existe cntre !« 

moyens mouvemei^ dp.bys.d^^^ 

tres petits les diviseurs qbe rint^gration fait acqudri J ^ 
termes. ^e-we ^te.,|pqq,dd'^fijK|^ir aiup,^ sik^ m xAi# 
et dedonner k^'valeiirs 'iium^riqdfes de tdtltes les ibtealu/s 
.plaj^aires,,que Ip >obter!r.^is*,,«wdftmss »q«t 

Wre senstldesi eg 



ren u ce 1 nViSf i 

exemple. La partie des co^fficiens de la grande indgsliti de Ju- 
piter et de Satarws, qu'i depend. da ferc^pertiu- 
batnee, a 6f6 d6termipde rdeemment par M. Plana, qui leur 

"lappor- 


tees dans I’ouvrago cite; il en est rdsultd une contestation as- 
sra Vive i Jpquelle Laplace iluirKidtuc' a-pris ffli.'^;,.,cqpqH(|anl 

3i . . 


a assig 
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la question 4talt encore demeur^e indecise, et rAcadeiiiio de 
Berlin a m^me propose prix dont Vobjet principal est de 
decouTrir la cause des differences des resultats obtenus par ces 
deux gepmetres. Dans un memoire lu au mois de fevrier der- 
met , k TAcademie d6s Sciences , j’ai repris en entier ce cal- 
cul , et j’ai fait voir qu’ll s’^itait glisse en effet une erreur im- 
•pprtante dans Ies"r6siRtats de la Mkmique celeste, niais qu^en 
m#ne temps les nombres qiie M. Plana proposait de leur subs- 
tituer n’avaiefnt pointr non plus toute ^t’exactitude convenable. 
‘Vbici les principaux resultats auXquel^ je suis parvenu. On 
'tre^liT^^ra dans lia Connaissarice ^des Term ^ pour i83i , le 
‘ra|iport- que M- Poisson a fait ^ jbAcad^mie, sur ce *in6* 
-moire. 

‘iijfSoienba le dtoi^grand axe, et le rnoyen mouvem^nt au 
f-bbut du tenaps ^^ de Jupiter, dans son orbite elliptique*, 8<yient 
5 les trois cobrdonni^es polaires qui d^terminent Sa post- 
-tidft sur cette orbite, et R la'foA'ction; (jui r^sulte de PaOtton 
pertmbatrioe de Saturne p enfm ■, design 6ns par les mSmeslet- 
"trbs accentute les quanfites analogues relatives k Saturne. Si 
fefapposei pour abr^ger^ . m ^ 




rl,, ' r/i, . (ir ■ H,j . ■ r/^ 


dv' 


■ ds' 

M'. 


Mr \ 

el’que Pon nomm«e i ? et ^ ce que detiennent les moyenstwou- 
”Veindu8»y^et^‘>2'^ d^ Jupiter -et de ’Sa- 

‘ tWripie la* flV dbnUera, pc>i!ir‘db^ 

*tdtto.iner ie^ (|%t ddpendbnt du oarrd des 

pertUrfeteieefeplesUetdc* dqUatiOns^'suitatiles*; ’ ’ 

■ ?;T, : . ■ 'A '‘m! ^ ^ j ■. vH 

^ 

Wde qtdil impbrte de considerer sotil 
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ceux qui par la double intdgration acquiferent le tres petit di- 
viseur (5« — 2 «)“, parce qu’il peiit en resulter des inegalife 
sensiblesdans I’expression des longitudes raoyennes des deux 
planfetes. 0 n les pbtipndra en comblnant les differens termes des 
deux facteurs qui c&inposent chacun des produits que contient 
1 expression de .Hi et celle de W, de manifere que la somme des 
argumens dont ils dependent soil toujours ^gale a Sn' — an. Si 
I on se borne k considerer parmi ces terrains ceux qui sent du trol- 
sikme ordre par rapport aux excentricitds ec anx inclinalsons, • 
cest-i-dire de lordre le moms 61ev6qu’ils puissent ^tresousce 
rapport, d’aprks les lois de d^veloppeinent de R etde la for- 
mation des Taleursde dV,etc., on verra ais^ment que les 
combmaisons dont il s^agitsontau nombre de douzd (i). 

Laplace a considkrd simplenient les termes qui proviennent 

de la double combinaison des argumens 3 nY — nt et 7 ,n't ni-, 

ce sent en effet les plus considerables ; il a ndgligd de plus, dans 

l’expressionde<m, les termes^. d-s, etg.^s'.et ll a trouve 

ainsi en degris sexagisi^maux : 

^= 1 " . 57 o 3 sin( 5 n'r- 2 »i 4 - 5 /- 2 i>-i 8 " . 07 i ocos( 5 n'r- 2 ni+ 5 «'- 2 .) 
.-3 •8i65sin(5n'i-3«f-|-5i'’-2«)-l-42".92Q3oosC5n'4-2«f-J-5('-2,), 

Le nouveau calcul que j’ai fait de ces valeurs mV donn^ * 

^£=2V’‘®3o4sin(5ra'4-2n4-f-5«'-2.)-f<i6".97i3eos(5dY-2ni4-5i'-2() 

^r=3^46455inC5«'^-2n^+5,'-a0-4o^34■37cdk(5l/^2n^-^^,'-2l).’ 

On voit quela principale difference de ces r^sullats consisle 
dans les signes, et en efifet il a? dt4 constatdqu’une erreur-sfitait 
introduitCy k cetdgardy dans la reduction ten nonabijes^tes jfw. 
mdies Aq Miemique - i , n jurti!?!, 


(■*‘) Connaissnne^ des Terns pour 18 ^ 0 . ' 4 m 


' i!!! 
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TH^ORIE ANAUT[QUE 

NOTE IV. 


Sur la determination des orbites des cometes^ d*apres 
les ohsermtions. 

methode que nous avons 4^velopp(5e dans le chapilrq I , 
llTre III, pour Get objet, nous parait, comme nous Tavons dit, 
celle dont ^application est la plus sAre dans la pratique. Ce- 
pendant , comme la methode ing^nieuse proppsee par Laplace 
a Ate adoptAe par beaucoup d’astronomes, et qu’il y a mAmp 
des cas oii il est indispensable de Temployer, je pense qu’on 
ne sera pas f4chA de la trouver ici presentAe d’une mani^e 
plus simple qu’elle ne I’est dans la Micanique cileste, 

Cette methode suppose que.ron connait, pour une Apoque 
donnAe, la longitude <at et la latitude h de la comfete, ainsi que 
leurs different ielles du prekhier et du second ordre , prises par 
rapport au temps et divisAes par TAleincnt de cette variable , 

db d^b 

S’ IF P®"* 

eft effet, dans CP ck^^rdAteiimifter par dCs Ibrmules simples et 
rigoureuse$ tons les AlAmens de I’orbite de la maniAre sui- 
vante. 

" 1 . Soient ar, y ^ x les trois coo|rdonnAes de la cpmAte, rap- 
port Aes a rAcliptiqup et au ceuti’e 4a Soleil, r sa distance k cet 
astre ou son rayon vecteur, X, Y les coordonnees de la Terre 
dans son orbite , R ^pn rayon yecteut pt A sa longitude rue 
du Soleil, pnfin, ifijoit p la projection sur FAcliptiqne dp JU 
di'oite qui joint la icoiu^te a la Terre (, ou ce qu’ou nomuie ordi** 
nairement la distance accourcie de la comAie*; Oft aura 

... x = XrhJ€f :y = Y + mg, s = /2^, (i) 

en supposant pour abreger i^=GOS^x, m=sina et 

Les Aquations diffArentielles du mouvement de la comAte au- 
tour du Soleil seront 


da d^ci 

c’esl4-dice^lp.s^ quatrp quantitAs 
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— o, ^^4.,_=o. 

On aura de meme, relativement ^ la Terre, 

X = R cos A, T = R ^in A, 


(2) 


et 


^ X __ 
dt* "^Rs 


d’^Y , T 

c?i“ "^Rs^®' 


En substituant done pour *, 2, leurs Taleurs dans les 

^quatwns (2), on trouvera, en Tertu de ces deui derniferes 
Equations, 

dt^ R3 1 p = O , 


X Y + TOf 

rST" □ = o> 


d^.mf 
dt‘~ 
d’^.ng n( 
-T^+;3 — o. 


ou, en d4Yeloppant et supposant pour abr4<'er, r = -i 

. d‘f adldi /d*l , l\ 

dt~ + 

_ d*s , 2dmd( , /'ti’m . m\ . _ 

dt'^‘^~dF" ^f'\Jf -d-jjJ+Y^rsso, 


■R3 


( 3 ) 


%dnd^ ' /d^ 






\1F 


^+-^)=o. 


En ellminant on troupe 

df (ndm — mdn) { /nd’m— WiSt'nN. ,, , ’ 

d(- Jt d? J + inY^=:o, 

d( (Idm — mdl) ^ j y , 
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Cea Equations n’^quiTalent qu’a deux distinctes; et en effet, 
en multipliant la premiere par n et eu la retraxi chant ensuite 
de la seconde multipliee par m, on retrouve la troisifeme- 

. . A 

Si maintenant on ^limine ^ entre les deux premieres Equa- 


tions (4), ou , ce qui revient au meme , si apres avoir multipliE 
ces equations, la premiere par dm^ la seconde par — dl^ et la 
troisifeme par dn , on les ajoute , et que pour abrEger on 
fasse 


X . {ndm — mdn) + T. {Idn — ndl) 

^ . {mdn—ndm')+'^ . {ndl — Idn) + ~ . {Idm—mdl) 

on aura 

(5) 

D’ailleurs 


r* = R® -f cos (A — a) -j --r. (6) 

cos o 


On a done deux Equations au xnoyen desquelles on pent dE- 
termineii' r et Si Ton Eliminait ^ entre ces deux Equations, 
on arriverait a une Equation du Imitieme degrE en r, mais qui 
s’abaisserait au septiEme , comme nous Tavons vu n® 6, liv. 111. 

de 

Les valeurs de r et ^ Etant connues, on aura celle de -r au 

at 


moyen de I’une quelconque des Equations (4) \ mais au lieu 
d’employer indistinctement ces Equations a cette recherche, il 
est bon de combiner les deux premieres de cette manlEre : on . 
multipliera la premiere par I et la seconde par m, on les ajou- 
tera ensuite, en observant que = i , ce qui donne 


Idl -f - mdm = o , IdH + md^m = — dl^ — dmJ^^ 

et Ton pourra subsiituer aux Equations (4) les deux sui- 
Vantes : 
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dn , ^ l ~ d’-n + n{ dl^ -f- dm^) 


dt dt 2 * L 

d^ f' ldm — m dl\ 
di;\ dt ) 


dt^ 


+!•(- 


'm — md:- 


de 


5 + ^-(«'-»^‘X)=o. 


>(7) 


C’est entre ces deux Equations qu’il conviendra de clioisir 

pour daerminer la yaleur de parce quelapremifere est in- 

cl^pendante des differentielles secondes de m et de I, et la se- 
conde de la diff^rentielle de 71 , ce qui oJfre des avantages dans 
les applications^ comme on le verra plusbas. 

Si aprfes avoir substitu6 pour I, m, 71 leurs valeurs dans les 
Equations (i), on les difKrencie, on trouve^ en conseryant la 
notation ^tablien® 2 , llvrecit^, 


— "v^ I d^ , da 

+5^.cosu — f.sina^, 

y=T-^^^.sma + (,cosaj^, ) ( 8 ) 


x' = tang 5 + - 


* 

cos*^ b' dt* 


Ces equations ne contenant que des quantit^s counties, puisque 
les valeurs de f et de r sent suppos^es d^termin^es par ce quJ 
prdcMe, en les r<iunissaat aux Equations (i) , on pourra ddter- 
miner les six quantitds a:, y, x, x', /, z\ et I’on en conclura 
les 616mens de I’orbite elliptique de la comfete, comme on I’a 
fait n'' i6, livre in. 

La question est done ainsi compl^tement r&olue^ aiais si 
I’on suppose k I’ordinaire que I’orbite est une parabole, on aura, 
par la nature de cetto courbe, 


equation qui, en y substUuant pour / leurs valeurs, 

prendra cette forme 
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i=M + N.4‘+P.j. + Q.g. (9) 


La question dans ce cas pr^sente done une Equation de plus 
que d’inconnues, et Ton pent en profiler pour ^viter Temploi 
des donnees qui parti ciperaient le plus aux erreurs des obser- 
•vations. Pour cela , nous remarquerons que les inexactitudes 
dont elles sdnt susceptibles deviennent surtout sensibles sur 

les differences secondes parce qu’^tant beaucoup plus 


petites que les premieres, cfes erreurs en ferment une plus 
grande partie aliquote. II faut done en eviter Femploi autant 
que possible , et comme on ne pent pas les rejeter toutes deux 
hi la fois, on ne conservera que celle qu’on doit croire la plus 
correcte, ce qu’il sera tou jours facile de reconnaitre. D’aprfes 
cela, on ne fera point usage, pour determiner g, de F^qua- 
tion ( 5 ), parce que le coeflBcient h depend a la fois des difi'e- 
rences secondes de la longitude et de la latitude ; on lui substi- 
tuera F^quation (9). Quant aux equations (7) , qui d6terminent 

dp 

on emploiera la premiere ou la seconde, selon qu’on vou- 

dra conserver les differences secondes de la longitude ou celles 
4e la latitude; en y substituant pour 1 ^ n leurs valeurs, et 
en faisant pour abr^ger 

i'V, (10) 


fl 


on aura dans le premier cas , 




da^ 




-J- + sill b cos,b + 2 tang b 




db^ 


dt 


K sin h cos b cos (A — a) 
db 
Tt 


\ 


\ 
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dt 


k': 


“^ Rsin (A — d ) 

^ . da , 

dJ 


Ed r^unissant done les trois equations (6), (lo) , (9), apres 
avoir d6velopp6 cette dernibre, et sabstitue pour X' et Y' 
leurs valeurs donnbes par les formules 


X' = 


r= 


/I — I . 

~ I — l.sm A -f- sin (A — 
( cos A + « sin (A — 


A») . cos A , 
-v).sm A , 


on aura pour determiner les inconnues r, g, trois <5(jua- 
tions suivantes ; 


r* = R* -f- 2 R cos (A . p -4 ? — 

^ ^ ^ ^ cos" d ' 


dt 






dt 


BMIM ' , / 

• cos(A-a)— . sin(A-.a)^ 

. da ^ I - —1 

S‘“(A.-«) .sin(A-a)+ — gi-.co^(,4-.a) J. 


(A) 


On satisfera k ces hquationj’ par des essgiaj.poincioela, «b 
donnera d’abord a r une valeur arbitraire, on supnosera, par 
eiemple, rs= i; on dbduir^ des deny preiB^«Sv|qaatjions (A) 

les valeurs correspondantes de « et et en les aubstituant 

dans la troisibme, elle fera connaitre I’erTbur de la supposi- 
tion. Apris quelques bpreaves, on ddterminera de cette ma- 
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avec toute la pr(§cision n^cessaire, les trois quantites r, 
dp 

<^12 pourra ensuite verifier ces valeurs en les substituant 


dans celle des Equations (7) qui n’aura pas et6 employee h. la 
solution du probleme. 

Les equations (A) conviennent a tous les cas qui pcuvent 
se presenter; cependant, commeleur resolution entraine dans 
des calculs p6nibles, nous observerons qu’on peut ^viter cet 
inconvenient dans iin cas tr^s etendu, celui ou les donnees 
du problfeme permettedt de faire usage k la fois des deux 
equations (7). En effet, en eliminant entre elles rinconnue <r, 
on trouve 



(a) 


en supposant pour abreger 

£ — X (nd‘^m — — Y (nd^l — Id^n ) 

^ ^{ndm — mdn) — Y(jrdl — Ldn') ’ 

ou bieu 




... d^a , . , . . /da® 1 d^b . 2 dh\ 

cos(A-a).-^+sm(A-a).{ — . ) 

£=:-.i ^ ‘ $mfc>cos 6 dt^'eo^^b dt'y 

^ /k \ da ^ sin(A-a) db 

cos ( A-a j . ^4 -t- 7 r.-r- 

dt smbeosbdt 

Si dans latroisieme des equations (A) on substitue pour ^ sa 

w ClC 

valeur(a), on aura 
7'® = R“ -j- iiR eos(A— a) 


cos®6’ 

-=g— i+2.{j.[mn(A-<»).cos(A-c2)-i^.sin(A-a)] 

+^- [e sin(A-«) .sinCA-a) . cos(A-a)] } . { | ( 

db 


4. i» 


da® 
' d? 


-f I istang b ' 


dt 


cos® b , 


V 
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et le probIfeme est alors r^duit a la rdsolutioa de ces deux 
equations. Ellj feront connaltre immddiatement r et e, et I’on 

en conclura J au moyen de P^quation (a). 

On pourra employer ces formules arec toutes les 

fois que le num^rateur et le denominateur de Pexpression de 
i ne deviendront pas de trop petites quantites pour dtre d^ter- 
mmees avec precision, ce qui arrWerait, comme il est facile 
de s en assurer, dans le cas particulier ob le Soleil se trouve- 
rait situe a tres peu pres dans le m4me plan que I’orbite an- 
parente de lacomete, a I’^poque de I’observatlon moyenne. 
La m^thode pr^c^dente , amsi simplifiee, est sans contredit la 
plus commode que I’on puisse employer pour la d^termina- 
Hon des orbites des comJjtes* 

. Lorsque les quantites r, seront connues, on deter- 

minera, au moyen des Equations (i) et ( 8 ), les xaleurs des 
SIX qu^tit s X, a, x , y , <5', et par suite tousles ^l^mens 
de 1 orbite parabolique. Si I’on reut se bonier k determiner la 
distance pdrihdlie qui suffit pour procdder immddiatement a 
a recherche de 1 orbite corrigde, en nomniant D cetle dis- 
tance , on aura , n° 1 7 , li-yre III , 

La premiere des dqualions (. 4 ) differencide, en observant qu’on 

a, II s, en ndghgeant le cube de I’excentricitd de I’orbe ter- 
restre, . 

^ = esia(A-.), f = 

donnera ■ . ^ 

^ r^( , r dl,\ . de 


e ' jdl,\ d> , 

dt - cos^ • U,+ « • 

+ « ■ Q sin (A — «) cos (A — a) 


-^^.siriCA. 


+ e . R sin {k — a).-£-+ Re sin (A — »). 





4^4 THiORIE ANALYTIQUE 

En nommant s cetle quantity, elle fera connaltre, n* 17 > lirre 
cite, selon qii’elle sera negative ou positive, si la comete s’ap- 
proche clu perihelie, ou si elle Pa deja depasse) on aura ensuite 

D = r— 

la distance arjgulaire de la coanete a son pdrihelie sera donnee 
par Tequation de la parabolc, 

cos'^ = — • 
r 


On deter^ninera enfin par la table des comfetes le temps que 
la comete emploie a dccrire Tangle et ce temps ajouid ou 
retranchd de Tepoque de Pobservation , fera connaitre Pins- 
tant du passage par le perihelie. 

2 . 11 iie reste done, pour Pap plication de la m^tliode prdee- 
dente, qu’a montret comment on formera , d’apres les donnees 

. . , . 1 eld db 

de Pobservation, les valenrs des coefficiens differentials , 


^"7* Toici la inuniere la plus simple de proc^der a cell'e 
operation. 

Soit a la longitude de la comete a Pinstaut oil Ton fixe Tori- 
gine du temps t\ on prendra pour cette epoque celle de Pob— 
servation qui tient a pen pr^s le milieu entre toules les autre^j 
on |)ourra au bout d^un temps quelconque peu dloigne de 
cette epoque, supposer la longitude d de la combte repre- 
senile par la form pie, , 


^ da d^a i 


, etc. Cf l)‘ 


•On formera autant d’equatiotis semblables A lai pr^eddebte 

- jqu’on aura d’observations , et Pon pourra dijterinirieir par lour 

U* . da d^a ! 

moyen aptant de coeluciens ^ , etc. 

' Prenons done, pour fixer les idees, trois observa'tions qiud- 
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conques <]e la comfete; adsignons par a”, a , a', les trois lon- 
gitudes qui leur correspondent, et soient d et <' les esnacesde 
temps, exprim^s en jours inoyens solaires, qui separent res- 
pectivement les deux observations extremes de I’observation 
inoyenne; on aura, d’apresla formule generale, les deux dqua- 
tions suivantes : ^ 


=L~ 

dt 1.2 ’ 

of— a 

dt 1.2 


( 12 ) 


Si Ton noinme £», b, b', les latitudes de la com%, oorrespon- 
dantes aux trois observations , on aura de m^me ^ 


b — .'i® 
b'—b I 


a.J- 

dt 

clt 1*2 cU^ 



(i3) 


La resolution de ces equations donnera les valeurs des ouatre 
da d‘a db d^h 

quantiles j- , qu’il s’agissalt de determiner. 

Dans les equations precedentes , les intervalles de temps 6 et 6' 
etant exprimes cn jours rnoyens solaires, pour I’liniformite du 
calcul, on les multipliera , ii” 8, liv. HI, par lenombre d'ont Te 
logaritlime cst 8, 2355^21, etl’onconVerlira enineme temps les 
arcs a°^ b — fi®, etc. , eu parties du rayon pris pour unite. 
L’exactitude de la meHiode precedeale depend surtout de la 

da db d‘a d'‘b 


precision des valeurs des quantites ^ 

^ , dt' di,' di^ 


' , - i. , ' ^ 

reurs d^ observations doiyen.t,inH«,er d’autant,plusswle®||qmc 
demitres qu’elles seront pl,us.petites; il sera dope l^oft jde n’em- 
ployer. commc cette metbode perwet de le fejj?pJ;qpe la, plus 
grande de ces deux quantites. 1 ' 

On conpoit qu’en multipliant les observations ie da/ oowetd, 
on pourrail former aulant d’equatio^s semblables aux equa- 
tions ( 12 ) et (i3); eii combinant entuite ek ('qualions par la 
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metliode des moindres carrds , on formerait quatre nouvelles 
Equations qui serviraient a determiner les inconiiues ^ j 

Mais, independamment de la longueur des calculs, 


on a reconnu qu’on n’ctait pas, par ce proc^cle , conduit a des 
resultats plus certains, parce que les erreurs des observations 
prenaient alors d’autant plus d’influence sur les resultats 
qu’elles ^taient plus nombreuses. II faudra done, dans cette 
in^thode comme dans les autres , se borner a employer trois 
observations , nombre strictement necessaire pour r^soudre la 
question, et^lors elle en offrira peut-^tre la solution la plus 
simple, par<fe qu’on peut se servir imraediatement des donnees 
de Fobservation sans leur faire subir aucune preparation. II 
sufi&t a la surete des resultats que les observations ne sclent pas 
trop 41 oignees entre elles pour que la formule g^u^rale (u) 
cesse d’etre convergente. 

3 , Pour faciliter I’usage des formulas pr^eddentes, nous allons 
en faire I’application a la comete de 1824, dont nous avons 
d 4 ja determine I’orbile d’une autre mani^re dans le n*’ aS dii 
IWre III. 

Jecboisisles trois observations suivanles, qui sont separees 
par des iiitervalles de temps assez inegaux cas oil il sera sur- 
tdut avantageux d^employer la nn^tliode que nous venons d’ex-* 
poser, parce que celle qui est developpc^e dans le livre cil^ 
suppose toujours les differences de ces intervalles trfes petit es, 
et que, sans cette condition , elle ne donnerait plus fies resultats 
suffisamment exacts. 


Longitudes observees. Latitudes observees. 
'AoAt. 4/,92748 d®.. 252 ® 32' 29" ' 4^ 7'29^’B 

16,93308 a*.. 237.27.12 b 55.19.43 

Sept. 3,91004 a',.. 218* 4.34 6'.... 61. 4 *iiO. 


Si I’on prend pour ^poque Tobservatlon du 16 ao6t , on aura 

b:=:S5Uq'43% 
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et pour les interTalles de temps fl et 

observations extremes de Fobs Jvation inoyTnneT“^ ' 

^' = i./,oo56o, /=,-;^g^6gg 

Si I’on ajoute anx loearitbniP« it- „t, 

logarithme constant 8,2355821 “^>'es , le 

a» — a, a — a' en parties du rayon ^on T arcs 

equations suivantes : y j on formera les deux 

0..63336 = _ + ..o..3,6.fe 

0.338196 = 0,309242 . J + 0:047815. 

ntire £^t‘ ’ 


d’ou Pon tire 


da 

di'' 


• 1.202436 , 


d^a 

'IF 


•7^3698. 


On * „s„,, j ^ 

- «..n5,3. = _ ^ ^ 

c?t» 


0.309242.^. + 0.0478,5. g., 


t^<i3768. 


0.100245 

d’oi Ton tire 

db ^ 

= 0.494828, g ^ 

On a d’ailfeurs, par ‘W tables. du Soleil pour T’lSr,-., i „ . 
servation moyenne , P ur I epoque de I’ob 

A = 323“' 53' 20" i-„ T» 

1^1,. *°S-R 0.005,558, 

R - 9-9947826 H^«“(A—)... 8.0684537. 

\j) trois equations suivantes: ^ 

JOME n. 
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r* = 1 .02402 -f- o. ia 574 .c + 3 .o 83 oi 
— =0,48820 + 0.28372 4+1.30573.5*,- 

^=-0.348376.5, 

et leur resolution a clonn4 

r= 1.24584 , 5 = 0.39399, |i= — 0.13726, 

cVoil Ton a conclu, pat la formule (C), 

-s = — 0. 701284 ; 

on a trouv^ ensuite, pour la distance p^rihelie , et pour Tins- 
tant du passage au p^rihflie , 

® -99999? du pass. sept. 3 of,o 3 ^i. 

On pent; avec ces Clemens approclies, proc^der imm^diate* 
ment a la d( 5 termination exacte de Torbite par les in6thodes 
exposees dans le chapitre II du livre III. 

II existe encore , pour la determination de Porbite des co- 
m^tes, plusieurs m^thodes g^ndralement fondles sur le rapport 
remarquable qui existe entre la corde qui soustend un arc quel- 
conquede parabole,les deux rayons vecteurs men§s a ses extr^ 
mit6s, et le temps employe a le d^crire; mais nous n’entrerons 
dans aucun detail k cet ^gard, parceque cesm^thodes, quoi- 
qne ing6nieuses,nous paraissent manquer du|principal avantage 
qu’on doit rechercber pour les applications, celui de la simpH* 
cit6 dans les calculs. 
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NOTE V. 


^99 


ae laconietede ijSg. 

Dans le n<- 46 du troisifeme Tivre i>a; Aif 
^u’^prouva le moyen mourement de’celte tbX 
cle la Terre, en inSd avait iai. • par Paction 

qu’il arait trouv6 + o", 02679 pour laT^^^ D“rckart „ et 
lion. J>ai eu depuis lors I’occasion de reprenle Te 

ti<m. di troi. to p=rtu.ba- 

qu’di. .™t p„p „4 LT„ifr '' I'™ 

E. je p„i„ J ^ I- '8»?- 

T'aisen estraire les risultats one i’ai oKu ^ , je, 

r.«io„ d« 1. T.„. ,. „X J " 1 » i 

1. mrch, quo j'.i culif 

La grande proximity entre la comfete et k To. . 
quaprfes lo passage iu p^rihdlie de inSo !t ” a 

6poque, le >»ontre qu’on peat rcgarder IWV*^" j 
planiste comme insensible. La combte s-L ^ 

cie plus en plus de laTerre der:;:^^! it 

sage, jusqu’au 29 avril, 6poq„e oi s« distance /tail d “ 

le quart de la distance de la Torre an Soloil • elle t 

rapidement ^loign6e , et bientdt la Terre a cess/ 

die aucune influence appr^able D>anrL ^ 

la mithode du n* 35 , livre III et en fai f’ ’ *• 

eu degr. Panomalie .xcentri^ /Ls 

mens do Porbite r^sultantes^de Paction deU T f 

la revolution actuelle, depuU o^ : C ’ Tf”* 

L”:r;;^;';“rprr-' 
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de cetastre, pendant I’intervalle qui s’ecoule entre 1759 et le 
prochaiu passage de la comite an p^rihelie. Cela pose, j’ai 
trouv <5 . • 

fdit = o%o2/i555. 

Les Tariations desautreaelemens.§ont irtsensibles , et les ya- 
leurs des trois integral esy^c?w, fda, /A, par exemple, ne s’elfevent 
pas ^ quelques secondes dans Pintervalle que uous cp;asid^rons. 
On peut done supposer ibi layaHation de ranpmalie.moyenn^ 
^gale i trbs peu prfes i ifn , t d^signant le tenjps de rbvolnj 
tion anoniMistique de la comfete. Si Pon prend pour t la, va^eujf 
28009/ kvons trouvi^e 4^, livre cite, on aura 

/d^= Nous avons trouvb, m^me nurn&o, pour 
I’alt^ration de bette anomalie*r6sultante de Paction de Jupiter, 
Saturne et Uk^ands, penefAnt Ip m 4 me intervaile, + 37 i 4 "- 43 » 
On aura dodc, pour sa valeur complete, yH^=+ 44 ^ 2 % ^4 5 
en norUmant T' Fidtervalle de temps compris entre le passage 
au p^rihdie 1759 et le passage prochain, on aura 


^ 28o87/,56 -95/,4i = 27992/, i5; 


oe qui , a cpmpter djur marsii 75g , donneie 2 , 3 laoyettihre 
i 835 , pour Pbpoqup du prochain retoUr de la cofnete k sorf 
p^rih^lie. 

L’^yaluation preepdeUte porte k' i 4 ^ 9 le retard que la com fete 
feprduve dans sa wrphe par Paction de la Tel^re* Burckart 
avaittrouvfe 16/ p;cHqr; cb retard , et M. Bamoiseau , qui Fa pa^ 
reillemppt ealcujfe > .Vanfee’ V I a/ sedlpmcnt. Au restp, ccfttc^ 
d^tpriuiaa^q^ psjt, fort, dblicate , et Fon doit s’atteridrp k plu-‘ 
siedrs jpurs d'iacerti|;udby si Von d’a pa« soin de resserrer autant 
que possible le^ d’anomalie cxcentrique pendant 

^ Pespac.e.od.lpj poipe-tp ,s’appTOcbe beaucoup de la Terre. La 
methode que M,. Bamoiapau a suWie.dans son calcul diJQFfere de 
celle qup Fon emp]oip dVr'dinaire , principaleFuent en ce qu’aU 
lieu de I'^^roBualie excentrique pour abscis^p de la 

C04r)De parabolique, qui. donne par sa quadrature hn varia- 
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tions finiesde chacun des 6Umeas de I’orbite, il choisit le 
temps pour cette variable. Ce precede , dont Euler avait ddja 
ouini exemp e dans une occasion pareille, pent dtre avan- 
tageux lorsqu il s agit des combtes h courtes periodes , parce que , 
ans a^ partie supdrieure de I’orbite , les degres d'anomalie 
excen rdpondant k des intervalles de temps beaucoup 
plus coMiddrables que dans la partie infdrieure, il en resnlte 
des variations fort indgales dans les eldmens de I’orbite. Si la 
mdthode proposde par M. Damoiseau offre done toute la sAretd 
et a simplicity desirables dans les applications numyriqnes , il 
sera n e l adopter pour ce cas. C’est ^ I’expyrience a decidei*’ 
cette question (*). ii 

NOTE VI. 

Sur leplan invariable du sjsteme planetaire, 

Je n’ajouterai que quelques mots a ce que j’ai dit sur cet 
o jet, cans le n ■jg du second livre. Les adversaires de la 
theone connne de ce plan prdtendent que les ebangemens 
quo P<*«vent produire dans sa position I’ellipticitd ct la rota- 
tion du Soleil avaient dchappe il’esprit si clairvoyant deson 
invenli.ur, ct que, parce faitmdme, la cldlerininalion de pe 
plan, telle qu’elle rdsulte de ses formules, est inpompldtp; 11 
est facile de rdpondre h. cet argument. En effet , si des varip.- 
tioiis dues aux causes ci-dessus mentionndes existaieut dans 
la position du plan invariable, e’est aux dquations mdnie du. 
inouyement do translation des corps cdleslcs , qu’il faudrait rc- 
cMunr pour les determiner. Nous avous montr6dans le n" 'lo 
du livre citd, que les ciroonstanccs inli6rentes a la constitu- 
tion de notre systisme plandtaire autorisent k ndgjiiger dans ce 
niouvemeiit tous les lermes provenant de la %ure non ellip- 
tique dn Soleil el des plaufetcs; e’est ce qu’n fait Laplace , e’est 
ce qu out fait tous les gdometres qui I’ont priicddd ; bien plus , 
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Laplace s’est assure, par un calcul direct, que ces temes 
^taient en effet insensibles, et que la stabilite du sysleme du 
nionde n’en pouvait 4tre alter^e. S’il en etait autrement , nous 
en serious avertis par Vobservation ; et ce ne seraient pas alors 
les cbangemens peu importans du plan invariable qu’il nous 
faudrait d’abord considerer, ce seraient les in^galite nouvellcs 
que nous apercevrions dans les excentricit^s et dans les po- 
sitions des orbes planetaires.Pour les d^tei'miner, il suffirait d’in- 
troduire dans le developpement de la fonction perturbatrice 
lestermes dus a la non-sph6ricite des planetes et du SoleiL On 
^rriverait ainslde la maniere la plus simple aux fonnules d’ou 
depend la position du plan Invariable dans ce nouveau sys- 
teme. Leur reduction en nombre ne serait pas aussi facile , il 
est vrai, parcequ^ellt dependrait des trois momens d’inertie du 
Soleil, qui nous sont totalement inconnus; mais lieureusement 
la recherche de ce plan est uu objet cle pure curiosit(^, et celui 
que nous devons a Laplace sulfit a nosbesoins. L’invariabilit6 de 
ce dernier consiste en ce que, a toutes les epoques, dans les siecles 
les plus recules , les astronooaes le retrouveront a la m^rne 
place que nous lui assignons aujourd’hui. Illeur sulfira, pour 
ddterminer sa position relativement a un plan quelconque mene 
arbitral rement par le centre du Soleil, de recon naitre par Tob- 
servation les masses des planetes , les grands axes et les excen- 
Iricites de Icurs drbites, ainsi que les inclinalsons et les longi- 
tudes des noeuds de ces prbites rapportdes au m6me plan. Dans 
Petat actnel du syst^me solaire , deux causes peuvent scales 
faire 6prouver a ce plan des derangemens sensibles. La premibre 
serait le cas ou quelque planete , jusqu’ici inconnue , ou bien 
les conifetes dont nous n’avons point considdr^ Taction , influe- 
raient d’une manibre appreciable sur sa position *, la seconde , 
le cas ou, par quelque grande catastrophe de la nature, quel- 
qu’une des plus grosses planbtes serait tout ii coup andan- 
tie, etcesserait de participer , parson action, aumouvement 
general du systbme. 



Tableau des elemens elliptiques des orbites plauetaires. 
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Les valeurs de w., ti', etc. , contenues dans ce tableau , sup- 
posent que le temps t est exprina^ en annees et fractions dW- 
nees juliennes. Les moyennes distances en ont ete conclues par 
la loide Kapler, en prenant pour unit^ la distance xnoyenne 
du Soleit a la Terre. Enfin,toutes les longitudes sont complies 
de r^quinoxe moyen du printemps, a T^poque du i*'' Jan- 
vier i8oi , et Ton doit se rappeler que Ton entend, dans les 
tables astronomiques , par longitude du p^rihUie^ la distance 
angulaire dupdrihdie au nceud ascendant, augmen tee de la lon- 
gitude du nceud. 




Masses des planetes, celle du Soleil etant prise pour 
unite ^ ou valeurs de m, 772'^ etc. 


Vdnus. 

2 oa 58 io' 

I 

La Terre 

4oS&7i’ 

I 

Mars 

354936’ 

I 

J upiter 

25463 ao 

I 

Saturne. 

1070,5’ 

I 

Uranus , 

35i2’ 

I 


17918’ 



